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1 授業の概要と目標 The Outline of the Lecture

心理学や社会学研究のデータ分析に必要となる統計的な分析方法について、初等統計の復習を兼

ねた講義を行う。特に複数の説明変数を用いる分散分析と重回帰分析、および 2値変数を被説明変
数とするロジスティック回帰の理解を講義の当面の目標とする。（内容は昨年度の授業とほぼ同じ

予定であるが，クラスター分析と因子分析についてもできれば触れたい）

統計的な分析手法は,曖昧さを含むデータから信頼しうる結論を導くさまざまの方法を提案して
いる。実際にデータを取り扱う場合には、２つの異なる側面を考える必要がある。（１）ひとつは、

分析者が得ようとする結論が本当にデータによって支持されるか否かを検討することであり、（２）

もうひとつは複雑なデータのなかに気づかれずに潜んでいる情報を発見することである。通常の

「統計学」やデータ分析方法の授業では、前者に重点をおいた内容であることが多い。この講義で

は、両方の側面について説明を行う。

推薦する教科書、参考書
山田剛史・村井潤一郎 (2004) よくわかる心理統計、ミネルヴァ書房. （分かりやい入門書．）

柳井晴夫・緒方裕光編著 (2006) SPSSによる統計データ解析，現代数学社. （SPSSの利用例．）

Rothman,K.J. (2004) 矢野栄二・橋本英樹監訳．ロスマンの疫学　科学的思考への誘い (Epidemiology An
Introduction の訳), 篠原出版社．（統計的をもちいた現実的な因果推論の方法についての解説．本来，
医学分野の教科書だが心理学にも有益）

Agresti,A. (2003) カテゴリカルデータ解析入門, An Introduction to Categorical Data Analysis. Wiley
(1996)の訳.（大変優れた教科書。特に調査データの分析に関心のある人には強く推薦します。）, もっ
と詳しく知りたければ 同じ著者の Categorical Data Analysis, Wiley (2002) がこの分野の定番の教
科書（分厚い）。

南風原朝和 (2002) 心理統計学の基礎–統合的理解のために. 有斐閣（心理統計全般についての分かりやすい
参考書，山田・村井よりは難しい）

古川俊之監修 丹後俊郎著 (1993). 新版 医学への統計学. 朝倉書店. （あつかっている内容は各種の検定、推
定法にわたる。医学分野の詳細な具体例が豊富であり内容が充実している。かなり詳しい。）

丹後俊郎,山岡和枝,高木晴良 (1996), ロジスティック回帰分析 : SASを利用した統計解析の実際, 朝倉書店.
（2値データの回帰分析についての教科書。おそらく日本語では一番詳しい。）

Kleinbaum,D.G. & Klein,M. (2002). Logistic regression: a self-lerning text, Springer-verlag. (ロジス
ティック回帰についての丁寧な教科書。SASと SPSSの利用法の説明がある。かなり詳しい話題まで
ふれられている。主に医学、薬学の学生を想定しているが、社会科学にも有益。)

足立浩平 (2006), 多変量データ解析法―心理・教育・社会系のための入門,ナカニシヤ出版．(クラスター分析
や因子分析など多変量の相互関係の記述的分析法の解説。極力数式を使わずに説明しようとしている。)

大津起夫　「調査データからの推論」，『統計科学のフロンティア』10巻 3章（岩波書店）は記述的な多変量
解析の理論的な性質を検討している（かなり技術的）。NLSY79（米国の大規模な継時的調査）を題材
に使っている。

ソフトウェア（無償でかつWindowsで利用可能なものを紹介します。ただし，この授業での実習
は SPSSを利用の予定。）
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Rシステム http://www.r-project.org/, http://www.okada.jp.org/RWiki/ 本格的な Splus
類似の統計分析システム。

http://www.rd.dnc.ac.jp/~otsu/doc/Rguide.pdfは大津作のイントロ資料

Ggobi （データ解析のためのダイナミック３Ｄグラフィックス）。
http://www.ggobi.org/

2 基礎数学の復習

これぐらいは使わないと、話が混乱するので。高校の数学の復習と「行列 (matrix)」について説
明する。

2.1 添字と和記号

M∑
i=1

xi = x1 + x2 + · · ·xM

M∑
i=1

N∑
j=1

xi,j =
M∑
i=1

(xi,1 + · · ·xi,N )

= x1,1 + · · · + x1,N + x2,1 + · · · + x2,N + · · · + xM,1 + · · · + xM,N

=
N∑

j=1

M∑
i=1

xi,j

2.2 積記号・階乗・組み合わせ

n個の数字 (1, 2, ..., n)を並べ替える方法は

n! = n × (n − 1) × (n − 2) × · · · 2 × 1

通りある。これは nの階乗 (factorial)と呼ばれる。特に 0! = 1と決められている。実は階乗は理
論的に自然な方法で自然数以外の正の実数に拡張される。ガンマ関数 Γ(x) =

∫ ∞
0

yx−1e−ydyは x

が自然数であるとき、Γ(x) = (x − 1)!を満たす関数であり、階乗の拡張とみなせる。
積記号

∏
は要素の積を表す。

M∏
i=1

xi = x1 × x2 × · · ·xM

積記号を用いると、

n! =
n∏

k=1

k

と書ける。
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n個の数字 (1, 2, ..., n)から r個の数字を重複せずに選択する方法は(
n

r

)
=

n!
r!(n − r)!

通りある。これは、n個の識別可能な対象を r個のグループと (n − r)個のグループとに分割する
方法の数でもある。

n個の数字 (1, 2, ..., n)をn1, n2, ..., nk個のグループに分割する方法は (ただしn1+n2+· · ·+nk =
n)

n!
n1!n2! · · ·nk!

通りある。

2.3 指数と対数

年間 100パーセントの利子がつく預金を考える (こんなのは普通ないが)。１年間に利子が元金
に加えられる階数が１回であれば、１年後の預金は２倍になり、２年後には４倍、n年後には 2n

倍になる。

また、半年に１回利子が元金に加えられるならば、半年あたりの利子は元金の 1/2倍であるか
ら、半年後には元金は 1.5倍になり、１年後には元金は 1.52 倍になる。同様にして、n年後には

(1 + 1/2)2n 倍になる。

もし、１年間に利子が元金に加えられる回数が k回であるならば、１年後には元金は (1 + 1/k)k

倍になり、n年後には (1 + 1/k)kn 倍になる。

kをどんどん大きくしてゆくと (つまり瞬間複利計算を考えることになる)、(1 + 1/k)k は発散せ

ずにある数に収束する。これが自然対数の底と呼ばれるものであり、e = 2.71828...として表され
る。理論的に eは重要な数であり、多くの数学公式に現れる。eを底とする指数関数 ex は exp(x)
とも表記される。つぎの公式が知られている。

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · ·

一般的に実数 a, bと任意の正の数 cとについて、つぎの公式がなりたつ。

c0 = 1

c1 = c

c1/2 =
√

c

c−a = 1/ca

ca+b = cacb

(ca)b = cab

lim
a→0

aa = 1

上の公式は、指数 (冪乗をあらわす数)が整数の場合には、cが負の数であっても成立する。
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対数関数 logは指数関数の逆関数として定義される。一般的に正の数 cについて

cx = y ならば x = logc y

と表される。cを対数の底 (テイ)と呼ぶ。
特に、exp(x) = yならば、x = log yである。eを底とする対数は自然対数とよばれる。工学系

の文献では、logの代わりに lnと表記し、logは 10を底とする対数 (常用対数)を表すことが多い。
原則として、この授業では logは自然対数を表すことにする。2の常用対数は log10 2 = 0.30103で
ある。つまり常用対数が 0.3違うということはほぼ 2倍の違いがあることを示す。
対数関数について、つぎの公式が成り立つ (cは正の数)。

logc 1 = 0

logc c = 1

logc(
√

a) =
1
2

logc a

logc(1/a) = − logc a

logc(ab) = logc a + logc b

logc ab = b logc a

logc a =
log a

log c

lim
a→0

logc aa = 0

対数は、日常接する多くの単位に用いられている。例えば

• 地震のマグニチュード (エネルギーの対数)

• 星の等級 (明るさ、光のエネルギーの対数)

• pH(ペーハー；酸性、アルカリ性の指標) (水素イオン濃度の対数)

• dB(デシベル：音の大きさの指標) (音のエネルギーの対数) dBは常用対数の 10倍を単位と
する。3dBの違いはエネルギーが 2倍違うことを意味する。

指数関数 exp(x)は xが大きくなるとき急速に増加する関数であり、一方 log(x)は xが増加する

ときゆっくりと増加する関数である (図 1参照)。

2.4 三角関数

• sin θ : 正弦関数

• cos θ : 余弦関数

• 通常三角関数の角度の単位にはラディアンを使う。ラディアンでは、2πが 360度を意味する。

• (sin θ)2 + (cos θ)2 = 1 : この式は θの値によらず成立する。

• tan θ = sin θ
cos θ : 正接関数

• cot θ = cos θ
sin θ : 余接関数

4



0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

exp(x)/exp(1)
0.5*x**2 + 0.5

x
2*sqrt(x)−1

log(x)+1
−1/x +2

図 1: 関数の増加率の比較
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図 2: 三角関数の定義
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2.5 ベクトル

a =


a1

a2

...
ak

 , b =


b1

b2

...
bk

 ,

とする。

ベクトルの和

a + b =


a1 + b1

a2 + b2

...
ak + bk


ベクトルのスカラー (定数)倍

ca =


ca1

ca2

...
cak


ベクトルの内積

(a, b) =
k∑

i=1

aibi

ベクトルのノルム (長さ) ∥a∥
∥a∥2 = (a,a)

∥a∥ =
√

(a,a)

ベクトルのノルムを用いると

(a, b) = ∥a∥∥b∥ cos θ

と書ける。ここで、θは 2つのベクトルがなす角度である。
(a, b) = 0のとき、aと bとは直交するという。
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3 行列と線形写像

この講義の目的は、多くの変数から情報を取り出す方法を学ぶことにあるが、多変数のデータを

扱うための数学的な道具がベクトル (vector)と行列 (matrix)である。

3.1 行列の定義

行列は縦横に数値の並んだものである。

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
...

...
...

am,1 am,2 . . . am,n

 (1)

この行列をさらに簡単に A = (ai,j)などと書くこともある。行列の定数 (スカラー,scalar)倍 αA

は要素毎の定数倍 (αai,j)であり、行列の和A + Bは要素毎の和 (ai,j + bi,j)である。これだけで
は、m×n次元のベクトルを考えるのと同じであるが、行列とベクトルおよび行列と行列の積を定

義することにより、独自の意味を持たせることができる。ここで

x = (x1, x2, ..., xn)T , y = (y1, y2, ..., ym)T

とする。ここでベクトルの肩についている T は、転置 (transpose,行と列の交換)を意味する。つ

まり、ここで xと yはともに縦ベクトルである。ベクトルと行列の積はつぎのように定義される。

y = Ax (2)

要素で書き表すと、

y1 = a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn

y2 = a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn

...

ym = am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn

である。

行列とベクトルの積の意味は、次のような例を考えればよい。

例１ xの各要素 xj は、商品 jの単価であり、行列の要素 ai,j は、顧客 iについての商

品 j の売上数量とする。このとき、yi は顧客 iについての売上高である。

例２ xj は、ある学生のセンター入試の科目 j の得点である。学生は、同一の試験に

よって複数の大学を受験することができる。各大学は、試験の素点ではなく、重みづ

けを行なって採点するものとし、行列要素の値 ai,j は大学 iにおける科目 jの重み係数

であるとする。このとき yi は、大学 iにおける重みづきの得点である。
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行列Aは、n次元のベクトル全体を定義域 (domain)とし、m次元のベクトルを値域 (range)

とする関数とみなすことができる。通常の関数 (sin(x) や x2 − x + 3など)は、実数 (の一部分)を
定義域とし、値域も実数であるが、ここではこれらをベクトル (つまり実数の組)に拡大して考え
ている。

行列とベクトルの積について、つぎの２つの性質が成り立つ。

A(αx) = αAx (3)

ここで αは実数である。

A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 (4)

この２つの性質が成り立つ関数 (写像)のことを、線形関数 (linear function)または線形写像 (linear
mapping)という。上の２つの性質を組み合わせると、

A(αx1 + βx2) = αAx1 + βAx2 (5)

が成り立つことがわかる。

行列Bを n×kの大きさであり、各列ベクトルが b1, ..., bkであるとする。行列AとBの積AB

は

AB = (Ab1, ...,Abk) (6)

として定められる。ここで、(AB)は m × k の行列であり、任意の k 次元ベクトル xについて、

(AB)x = A(Bx)が成立する。一般的には、ABとBAとは等しくない。また、(AB)T = BT AT

である。

3.2 行列のランク (階数)

ある行列が与えられたとき、それを特徴づける様々な値があるが、その一つにランク (rank)が
ある。ランクは階数とも呼ばれる。ランクは１次独立 (linearly independent)と呼ばれるベク

トルの組についての性質に基づいている。

ベクトルの組 a1, ...,an が与えられているとする。これらについて

α1a1 + · · · + αnan = 0 (7)

となる実数の組 (α1, ..., αn)が存在し、しかも αi (i = 1, ..., n)全てがゼロではない、つまり少くと
も一つの αiはゼロでないとき、a1, ...,anは１次従属 (linearly dependent)であるという。ここ

で 0は全ての要素がゼロであるベクトルのことである。x1, ...,xnが１次従属ではないときすなわ

ち、(7)が成立するのは α1, ..., αnがすべてゼロであるときに限られるとき、x1, ...,xnは互いに１

次独立であるという。

m行 n列の行列A = (aij)について、その n個の列ベクトルを a1, ...,anと表記する。ある n次

元ベクトル xにAを作用させると、

y = Ax = x1a1 + · · ·xnan

となる。xの値が様々に変化すると yの値もそれにつれて変わる。しかし、もしAが特別な値で

ある場合には yの取り得る値は、ある特定の範囲に限定されたものであるかも知れない。極端な場

合、Aの要素が全てゼロであれば y はゼロベクトル以外にはなり得ない。このようにして作られ
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る yの全体を線形写像Aの像 (image)と呼び、 ImAと表記する。Aのランク (rankA)は、ImA

の次元 (１次独立なベクトルを最大何個とれるか)によって定義される。これはまた、a1, ...,anの

中から選び出される１次独立なベクトルの最大の個数に等しい。いささか込み入った証明が必要で

あるが、rankA = rankAT であることが示せる。また、rankA = rankAAT = rankAT Aも成立

する。

行列Aのカーネル (kernel)はAx = 0となる x の全体として定義され、KerAと表記される。
x1 と x2 がともにAのカーネル KerAの要素ならば αx1 + βx2 も KerAの要素である。

Aの次元がm × nであるとき、ImAの次元と KerA の次元を足すと常に nとなる。

3.3 連立１次方程式と逆行列

Aを p× pの正方行列、bと xを長さ pの縦ベクトルとする。bは値がわかっているが、xは未

知であるとする。このとき式Ax = bは、p元連立１次方程式をあらわす。これについて次のよう

なことがわかっている。

1. rankA = pであれば,xの値は、常に一通りに定まる。このときAは正則 (regular)である

という。

2. detA = 0である場合には、解が存在しない場合 (不能)と、解が複数存在する場合 (不定)
とがある。Aが正則でないことを特異 (singular)であるという。解が複数存在するのは、

rankA = rank(A|b) < pのときであり、解が存在しないのは rankA < rank(A|b) の場合で
ある。ここで (A|b)はAの横に縦ベクトル bをならべた p × (p + 1)の行列である。

Aが正則であるときには、Ax = 0となるベクトル xはゼロベクトルのみである。また、この

とき逆行列 (inverse matrix)A−1 が存在する。Aの逆行列とは、AX = Ip となる行列X のこ

とである。ここで Ipは、p次の単位行列 (identity matrix)を表す。単位行列とは対角成分が全

て１であり、それ以外の成分が全てゼロである正方行列 (square matrix)(行と列の数が等しい)
のことである。X の列ベクトルを x1, ...,xpとし、また Ipの j列を ej とする。方程式AX = Ip

の両辺の j列をとると、Axj = ej である。Aが正則であれば、これらの p個の連立１次方程式は

必ず解を持つので、xj が求まり、X を定めることができる。AX = Ip が成立すれば、つぎの議

論からXA = Ip であることも分かる。

XA = Y とおいてみる。AXA = A = AY である。A = AIp なので、A(Ip − Y )はゼロ行
列である。Aは正則なので Ip − Y の各列がゼロベクトルであり、Y = Ip となることがわかる。

逆行列にはつぎのような性質がある。

1. (AB)−1 = B−1A−1

2. (AT )−1 = (A−1)T

3. 上三角行列 (upper triangular matrix)の逆行列は、上三角行列。

4. 下三角行列 (lower triangular matrix)の逆行列は、下三角行列。

3.4 行列式 (determinant)

p × p の正方行列 A について det A または |A| という記法によって A の行列式をあらわす。

A = (a1,a2, ...,ap)としよう。Aの行列式はAの p個の列ベクトルによって構成される平行 (超)
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多面体の符号付きの体積である。p = 2のときは、2つのベクトル a1,a2の 2 つのベクトルによっ
て形づくられる平行四辺形の面積、すなわち 0,a1,a1 + a2,および a2 の 4点で囲まれた領域の面
積である。ただし、ベクトルの位置関係によって符号が変わる。a1 から a2への方向の変化が逆時

計回り (正の角度)のときには正符号であり、時計回り (負の角度)の時には負符号である。ただし
回転の角度は 180度以下とする。p = 3の時は 3つのベクトルによって構成される平行 6面体 (直
方体を歪めたもの)の体積であり、ただしこの場合もベクトルの向きによって符号が変わる。厳密
には、行列式は次の性質を満たす正方行列の関数として定義される。

1. det I = 1 ただし I は単位行列。

2. ある列を c倍すると、行列式の値も c倍になる。

3. Aの第 j列 aj を別のベクトル bj に置き換えた行列をBとする。また、aj + bj に置き換え

た行列をC とする。このとき detC = detA + detB となる。

4. 2つの列を交換すると、行列式は絶対値が同じで符号が逆転する。

以上の性質を満たすものは、実は一通りしかない。上に述べた平行４辺形の符号つき面積や平行６

面体の符号つき体積は、上の性質を満たすことが直観的にわかる。

また、行列式の定義からつぎの性質が導かれる。

1. ２つの列が同じベクトルであれば行列式はゼロになる。

2. ある列が他の列の定数倍であれば、つまり ai = αaj , (i ̸= j)ならば、行列式ばゼロである。

3. ある列を定数倍したベクトルを別の列に加えても、行列式の値は変わらない。

4. Aを p×pの行列とする。つぎの 4つの条件は全て同値である。このときAは正則 (regular)

であるという。

det A ̸= 0であること

Aの列が 1次独立であること

Ap×p のランクが pであること

逆行列A−1 が存在すること

5. det(AB) = det(A) det(B)

6. detA−1 = 1/ detA

7. detA = det AT ( T は転置を示す。)

8. 上の定義に示した性質は、列を行と読み換えてもすべて成立する。

9. A =

(
a b

c d

)
のとき、det A = ad − bc

10. Aが対角行列または三角行列の場合には、det A = a11 × a22 × · · · × app である。

多変数の微積分学や座標変換の計算で行列式はしばしば用いられる。

10



3.5 答えのない連立１次方程式と最小２乗法 (least square method)

連立１次方程式

Ax = b (8)

において、この式を満足する xが存在するのは、rankA = rank(A|b)のときであると説明した。
しかし、この条件が成立しない場合にも解に「近い」xがどれであるかを決めることはできる。こ

こで、y = Ax とおく。xの解としての良さを ∥b − y∥2 によって定義する。これはベクトルの次

元を p とするとき、
p∑

i=1

(bi − yi)2 (9)

となる。xの値を調節して、これを小さくするような yをつくり出すことについて考えよう。

ここで、Aの次元は n × p(n ≥ p)であり、Aのランクは pであるとする。つまり、Aの各列

は１次独立なベクトルである。簡単のために n = 3, p = 2の場合を考えてみよう。A = (a1,a2)
とすると a1,a2 の各々は次元 3のベクトルであり、3次元空間の中の同一直線上にはない。また、
x1a1 + x2a2 の全体 (x1, x2 が様々に変化する場合のベクトル全体)は、原点を通る一つの平面を
なす。

より具体的に a1 = (1, 1, 1)T , a2 = (0, 1, 2)T としよう。この場合 b = (0, 2, 3)T とおくと、

Ax = bを満たす xは存在しない。多変数の微分を用いた計算から、実は

x̂ = (AT A)−1AT b (10)

が式 (9)を最小にすることがわかっている。これを使うと ŷ = Ax̂ = A(AT A)−1AT bである。計

算すると AT A =

(
3 3
3 5

)
であり、(AT A)−1 =

(
5/6 −1/2
−1/2 1/2

)
である。これらを使うと

x1 = 1/6, x2 = 3/2のとき ŷ = (1/6, 10/6, 19/6)′ であり、これが bに一番「近い」値であること

がわかる。

4 多変数の微分

1変数の微分の定義をつぎのようなものである。

f ′(x0) =
df

dx
(x0) = lim

d→0

f(x0 + d) − f(x0)
d

(11)

また 2次の微分はつぎのように定義される.

f ′′(x0) =
d2f

dx2
(x0) = lim

d→0

f ′(x0 + d) − f ′(x0)
d

(12)

関数 f が複数の変数に基づいて定義される場合には、それぞれの変数について微分を考えるこ

とができる。f がふたつの変数 xと yとの関数であるとする．それぞれの変数についての微分は、

本質的には 1変数の場合と同様に定義されるが、複数の変数の関数であることを意識する場合には
つぎのような偏微分 (partial derivative) 記号を用いて表す。

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

d→0

f(x0 + d, y0) − f(x0, y0)
d

∂f

∂y
(x0, y0) = lim

d→0

f(x0, y0 + d) − f(x0, y0)
d

11



2次の偏微分
∂2f

∂x2
,

∂2f

∂y2
,

∂2f

∂x∂y

なども１変数と類似の方法で定義される。もし関数 f が十分に滑らかなら

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
が成り立つ（偏微分の順番によらない）ので、 ∂2f

∂x∂y の微分を行っている変数の順番は問題ではな

い。ただし関数が滑らかではない特殊な場合には順番によって値が異なることもありうる。

ここで f が xの 2次関数であり、つぎのような式で定義されているとしよう。

f(x) =
ax2

2
+ bx + c

このとき
df

dx
(x) = ax + b,

d2f

dx2
(x) = a

となる。また gが xと yのつぎのような 2次関数であるとしよう。

f(x, y) =
a11x

2

2
+

a22y
2

2
+ a12xy + b1x + b2y + c (13)

このとき 1次と 2次の微分はそれぞれつぎのような式になる。

∂f

∂x
(x, y) = a11x + a12y + b1,

∂f

∂y
(x, y) = a12x + a22y + b2, (14)

∂2f

∂x2
(x, y) = a11,

∂2f

∂y2
(x, y) = a22,

∂2f

∂x∂y
(x, y) = a12 (15)

複数の変数をもつ関数の 1次微分と 2次微分はしばしば言及されるため特別な呼び名を持ってい
る。1次微分を並べたベクトル

g(x, y) =

(
∂f
∂x
∂f
∂y

)
はグラディエント（傾斜）ベクトルと呼ばれる。グラディエントベクトルは関数の傾斜の方向（山

側）を示し、ベクトルの長さが大きいことは傾斜が急であることを示し、要素の値がゼロに近いこ

とは傾斜が平坦であることを示している。また、2次の微分を変数の順にならべた行列

H(x, y) =

(
∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

)
を Hesse行列と呼ぶ。
ここで (13)の表す関数がお椀型をしており最小点があると仮定しよう。最小点の近くでは関数
はほぼ水平であるので、x方向も y方向もともに 1次微分がゼロになっているはずである。これは
つぎのような連立 1次方程式によって表される。ただしここで a21 = a12 とする。(

a11 a12

a21 a22

)(
x

y

)
+

(
b1

b2

)
=

(
0
0

)
この条件を満たす xと yはつぎのように書ける。(

x

y

)
= −

(
a11 a12

a21 a22

)−1 (
b1

b2

)
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5 確率変数・平均・分散

確率変数 (random variable)とは、値が確率的に変動する変数のことである。確率変数がどの

ような値をとるかは確率分布 (probability distribution) によって定義される。確率変数の数学

的な表現は、変数が連続的 (continuous)に変化するものであるか、あるいは離散的 (discrete)な値
をとるかによって異なる。ここでは、まず、離散的な値をとる場合を考える。

Pr(X = x)によって、確率変数Xが値 xをとる確率を表すことにする。一般的には、この値は x

の関数として定まるから、Pr(X = x) = p(x)と書ける。同様にして Pr(X = x, Y = y)によって、
確率変数X が値 xをとり、しかも確率変数 Y が値 yをとる確率を表す。２つ以上の確率変数が同

時にどのような値をとるかを指定する確率分布のことを同時分布 (simultaneous distriburion)

という。同時分布が与えられているとき、 Pr(X = x) =
∑

y Pr(X = x, Y = y)となるが、これ
をX の周辺分布 (marginal distribution)と呼ぶ。Y の周辺分布も同様にして定義される。

例 サイコロを２回投げることとし、X を１回目の目の値とし、Y を２回目の目の値と

する。Z = X +Y と定義する。Xと Y の同時分布は x = 1, 2, .., 6および y = 1, 2, ..., 6
について、Pr(X = x, Y = y) ≡ 1/36 で与えられる。一方 X と Z の同時分布は、

x = 1, 2, ..., 6、z = x + 1, x + 2, .., x + 6について Pr(X = x,Z = z) = 1/36となる。

Xと Y の同時確率分布が与えられているとする。ここで、Pr(X = x) ̸= 0であるならば、X = x

となる場合に限って Y の分布を考えることができる。これを X = xの下での Y の条件付き分布

(conditional distribution)と呼ぶ。条件付き分布の確率は Pr(Y = y|X = x)の様に表記され、
つぎの公式が成り立つ。

Pr(Y = y|X = x) =
Pr(Y = y,X = x)

Pr(X = x)
(16)

同時確率分布は、一般的には Pr(X = x, Y = y) = pXY (x, y) と表されるが、特に Pr(X =
x, Y = y) = pX(x)pY (y)のように確率が２つの変数の関数の積として表されるとき、確率変数 X

と Y とは統計的に独立 (independent) であるという。上式から、Xと Y とが独立であるならば、

条件付き分布は

Pr(Y = y|X = x) = pY (y) , P r(X = x|Y = y) = pX(x)

となり、条件を与える変数の値によらず分布が一定であることがわかる。上のサイコロの例におい

ては、X と Y とは統計的に独立であるが、X と Z とは独立ではない。

確率変数X が連続である場合には、X が特定の一つの値をとる確率はほとんどゼロである。意

味があるのは特定の区間の範囲の値をとる確率である。X が x以下の値をとる確率が F (x)であら
わされるとき、F (x)を累積分布関数 (cumulative distribution function)または単に分布関数

(distribution function)と呼ぶ。確率変数X が aよりも大きく b以下である確率は、

Pr(a < X ≤ b) = F (b) − F (a) (17)

と表される。ここで、F (x)が微分可能のとき

f(x) = lim
ε→0

F (x + ε) − F (x)
ε

= F ′(x) (18)

によって定義される関数 f(x)(F (x)の微分)を確率密度関数 (probability density function)と

呼ぶ。確率密度関数を用いると

Pr(a < X ≤ b) =
∫ b

a

f(x)dx (19)

13



となる。X と Y が連続てある場合についても、離散値をとる場合と同様に、同時分布、周辺分布、

条件付き分布を考えることができる。

確率変数X の特徴を表す代表的な値は、期待値 (expected value)(または平均 (mean))と分
散 (variance)である。期待値は次の式によって定義される。

E(X) =

{ ∑
x xp(x)∫

xf(x)dx
(20)

また分散は

V ar(X) =

{ ∑
x(x − µ)2p(x)∫

(x − µ)2f(x)dx
(21)

によって定義される。ここで µ = E(X)である。期待値は分布の位置 (確率変数の大小)について
の情報を与え、分散は分布の広がりについての情報を与える。(21)において µをX の平均以外の

値にとると、分散よりも大きくなる。つまり、µ1 を平均以外の数とするとき、∫
(x − µ1)2f(x)dx ≥

∫
(x − µ)2f(x)dx (22)

となる。離散的な場合についても同様である。

上にのべた平均と分散は、確率分布の特徴を与える量として定義されるものであり、観測された

データの平均や分散とは異なることに注意する必要がある。特にこれらを区別する必要があるとき

には、前者 (確率分布の特徴)を、母平均 (population mean)・母分散 (population variance)

と呼び、後者 (データの特徴)を標本平均 (sample mean)・標本分散 (sample variance)と呼

ぶ。データが x1, ..., xn で与えられているとき、標本平均 x̄と標本分散 var(x)とはそれぞれ

x̄ =
1
n

n∑
i=1

xi , var(x) =
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = s2 (23)

と定義する。教科書によっては、標本の分散を

1
n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (24)

と定義しているものもあるが、この講義ではこの値を不偏分散 (unbiased variance)と呼んで

区別することにする。ただし、これは正しくは母分散の不偏推定量 (unbiased estimator of

population variance)と呼ぶべきものであり、不偏分散というのは正式な名称ではない。

母平均と母分散について、つぎの公式がなりたつ。ここで、a, bは定数であり、X と Y は確率

変数である。

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ) (25)

V ar(aX + bY ) = a2V ar(X) + 2abCov(X,Y ) + b2V ar(Y ) (26)

ここで Cov(X,Y )は、X と Y の (母)共分散であり、つぎの式で与えられる。

Cov(X,Y ) =

{ ∑
x

∑
y(x − µX)(y − µY )p(x, y)∫ ∫

(x − µX)(y − µY )f(x, y)dxdy
(27)

ただし、µX = E(X)、µY = E(Y )であり、f(x, y)はX と Y との同時確率密度関数である。
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また、標本平均と標本分散についても同様の公式がなりたつ。

ax + by = ax̄ + bȳ (28)

var(ax + by) = a2var(x) + 2abcov(x, y) + b2var(y) (29)

ここで、cov(x, y)は標本共分散

cov(x, y) =
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) (30)

である。

標本平均と標本分散は、それぞれデータの値の１次式および２次式の和として定義されるが、さ

らに一般してデータ３次式および４次式として表される量をデータの分布の特徴を表すものとして

利用することもある。詳細な統計分析を行う場合に利用されるものとして、以下のものがある。

平均値の周りの 3次モーメント ν3 =
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)3

平均値の周りの 4次モーメント ν4 =
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)4

これらを標本分散 s2 を用いて標準化した値が実際にはよく用いられる。

歪度 (skewness)
ν3

(
√

s2)3

尖度 (kurtosis)
ν4

(
√

s2)4

１変数の離散値をとる分布として代表的なものには、２項分布 (binomial distribution)、ポ

アソン分布 (Poisson distribution)、負の２項分布 (negative binomial distribution)、超幾

何分布 (hyper geometric distribution)などがあるが、ここでは２項分布のみ説明する。ポア

ソン分布については、対数線形モデルと関連して後で説明する。

２項分布 (Binomial Distribution)

確率変数 Xが２項分布Bin(p, 1)に従うとは、X = 1の生じる確率が pであり、X = 0
の生じる確率が 1 − pであることを意味する。また、Y が２項分布 Bin(p, n)に従う
とは、

Pr(Y = k) =

(
n

k

)
pk(1 − p)n−k , (k = 0, 1, ..., n) (31)

の確率を Y がとることをいう。各 Xi, (i = 1, ..., n)が Bin(p, 1)の分布を持つ確率変
数であり、しかも互いに独立であるとき Y = X1 + · · ·Xnとして Y を定めると、Y は

Bin(p, n)に従う。確率変数 Y ∼ Bin(p, n)の平均は np、分散は np(1 − p)である。

１変数の連続確率分布としては、一様分布 (uniform distribution)、正規分布 (normal distri-

bution)、カイ２乗分布 (χ2 distribution)、t分布 (t distribution)、F 分布 (Fdistribution)

など様々なものがある。
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一様分布 (uniform distribution)

一様分布は指定された区間 [a, b]において、一定の大きさの確率密度関数を持つ分布の
ことである。確率密度関数はつぎのように定義される。

f(x) =

{
1/(b − a) , a ≤ x ≤ b について

0 , それ以外
(32)

F (x) =


0 , x < a のとき

(x − a)/(b − a) , a ≤ x ≤ b のとき

1 , x > b のとき

(33)

一様分布の平均と分散は

E(X) = (a + b)/2 , V ar(X) = (b − a)2/12 (34)

であたえられる。

正規分布 (normal distribution)

正規分布の確率密度関数はつぎの関数であらわされる。

f(x) =
1√
2πσ

exp
[
− (x − µ)2

2σ2

]
(35)

上の式で与えられる正規分布の平均は µであり、分散は σ2 である。特に、平均が 0、
分散が 1の正規分布を標準正規分布 (standard normal distribution)と呼ぶ。図 3
参照。正規分布の歪度はゼロ、尖度は 3である。
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exp(−x*x/2)/sqrt(4*asin(1.0))

図 3: 標準正規分布の確率密度関数
確率密度関数は 1√

2π
exp(−x2/2)である。
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6 標本調査

ある母集団の平均や分散について推論するためには，その母集団から有限個の要素（標本, sample)
を抽出し，それらの値に基づいて値を求める必要がある．

　この場合，標本をどのように母集団から抽出するかが問題になる．通常は，標本が母集団（無

限個の要素を持つ）から完全にランダムに抽出されたものと考える．

しかし，母集団が有限個の場合には，抽出されたサンプルを母集団へ戻して再び抽出を行うか

（復元抽出），あるいは戻さないで抽出を行うか（非復元抽出）のどちらかによって，結果が異なる．

また，大規模な社会調査などでは推定値の安定を図るために，母集団を等質な複数の群に分割し，

各々の群からそれらの大きさに比例した標本を抽出する方法も，しばしば用いられる（層別抽出）．

母集団の対象の数をN、標本 (サンプル)の件数を nする。母集団の平均は µ、分散は σ2とする。

表 1: 標本平均の分布

抽出方法 x̄の期待値 x̄の分散 x̄の標準偏差

復元抽出 µ σ2/n σ/
√

n

非復元抽出 µ σ2/n × (1 − n/N) σ/
√

n ×
√

1 − n/N

比率の平均と分散 X が 0 − 1値をとる変数であるとする。母集団での X = 1の確率を πとする。

標本の件数を nとする。

表 2: 比率の平均と分散

平均 分散

母集団 π π(1 − π)
復元抽出 π π(1 − π)/n

非復元抽出 π π(1 − π)/n × (1 − n/N)

層別抽出

第 i群の母集団の平均を µi、分散を σ2
i とする。また i群の全体における比率を wi とする。母

集団全体から無作為に n件の標本を抽出する場合と、各層から wiに比例した件数 ni(合計で n件)
の標本を抽出する場合とを比較する。

表 3: 標本平均の分布 (層別)

平均 分散

母集団 µ =
∑

i wiµi σ2 =
∑

i wi

[
(µi − µ)2 + σ2

i

]
無作為復元抽出 µ σ2/n

層別復元抽出 µ =
∑

i(ni/n)µi =
∑

i wiµi 1/n ×
∑

i(ni/n)σ2
i = 1/n ×

∑
i wiσ

2
i

7 2群のデータの比較

(注意：以下では標本の件数をN と表記している)
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7.1 標本平均の分布

定理：

母集団の平均が µ、分散が σ2 とする。これから独立 (independent) に抽出された N 個の標本が

{x1, ..., xN}であるとする。これらの標本の平均 x̄ =
∑N

i=1 xi について次が成り立つ。

1. x̄の期待値は µである。つまり E(x̄) = µ.

2. x̄の分散はσ2/Nであり、標準偏差は
√

σ2/N。つまり、平均の標準偏差は 1個の場合の 1/
√

N

になる。

平均の精度を一桁あげようとすると、標本数は 100倍にする必要がある。
この定理は母集団がどのようなものであっても、分散が計算できるなら（有限の値を持つなら）

成立する。（分散が無限になる分布もある。この場合は、どんなに多くの標本を用いて平均を求め

ても、その分散は小さくならない。）

2群のデータにおける統計量 (平均、分散など)を比較することは、最も基本的な統計的な分析
の 1つである。ここでは、Cleveland(1993)にとりあげられている例を紹介する。原典は Frisby &
Clatworthy (1975)によるランダムドットステレオグラムの反応時間の測定実験である。Statlibの
Data and story library (DASL)より入手したものを用いる。(http://lib.stat.cmu.edu/DASL/)
このデータは各行が 2つの値 (1列目が反応時間、2列目が教示の種類)から構成されている。教

示の種類は NVまたは VVのいずれかである。教示 NVはどのような図形が両眼の画像の融合によっ

て生じるかを、言語的にあらかじめ説明するかまたは全く説明なしであることを意味し、VVは言

語的な説明と実際に図形による説明の両者を行なったことを意味している。反応時間は、刺激図形

(ランダムドットステレオグラム)が提示されてから、被験者が立体画像を認識するまでの時間であ
る。1

1M.Friendly による DASL のページにはデータ件数は 81 となっているが、実際に表示されているデータは 78 件で
あった。
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データを以下に示す。

No. Time Condition No. Time Condtion

1 47.2 NV 44 19.7 VV

2 22.0 NV 45 16.2 VV

3 20.4 NV 46 15.9 VV

4 19.7 NV 47 15.4 VV

5 17.4 NV 48 9.7 VV

6 14.7 NV 49 8.9 VV

7 13.4 NV 50 8.6 VV

8 13.0 NV 51 8.6 VV

9 12.3 NV 52 7.4 VV

10 12.2 NV 53 6.3 VV

11 10.3 NV 54 6.1 VV

12 9.7 NV 55 6.0 VV

13 9.7 NV 56 6.0 VV

14 9.5 NV 57 5.9 VV

15 9.1 NV 58 4.9 VV

16 8.9 NV 59 4.6 VV

17 8.9 NV 60 3.8 VV

18 8.4 NV 61 3.6 VV

19 8.1 NV 62 3.5 VV

20 7.9 NV 63 3.3 VV

21 7.8 NV 64 3.3 VV

22 6.9 NV 65 2.9 VV

23 6.3 NV 66 2.8 VV

24 6.1 NV 67 2.7 VV

25 5.6 NV 68 2.4 VV

26 4.7 NV 69 2.3 VV

27 4.7 NV 70 2.0 VV

28 4.3 NV 71 1.8 VV

29 4.2 NV 72 1.7 VV

30 3.9 NV 73 1.7 VV

31 3.4 NV 74 1.6 VV

32 3.1 NV 75 1.4 VV

33 3.1 NV 76 1.2 VV

34 2.7 NV 77 1.1 VV

35 2.4 NV 78 1.0 VV

36 2.3 NV

37 2.3 NV

38 2.1 NV

39 2.1 NV

40 2.0 NV

41 1.9 NV

42 1.7 NV

43 1.7 NV
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図 4: ランダムドット画像

表 4: 2群データの比較 (無変換)

実験条件 件数 (N) 平均 (x̄) 分散 (σ̂2) 標準偏差

NV 43 8.56 65.73 8.09
VV 35 5.55 23.06 4.80

表 5: 2群データの比較 (対数変換)

実験条件 件数 (N) 平均 ( ¯log x) 分散 (σ̂2) 標準偏差

NV 43 1.82 0.66 0.81
VV 35 1.39 0.67 0.82

t値：標本平均の差と分散（標準偏差）の推定値との相対的な大きさの比

t =
(x̄ − ȳ) − (µx − µy)√

Nx+Ny

NxNy(Nx+Ny−2)

{∑Nx

i=1(xi − x̄)2 +
∑Ny

i=1(yi − ȳ)2
} (36)

ここで

ssx =
Nx∑
i=1

(xi − x̄)2, ssy =
Ny∑
i=1

(yi − ȳ)2

と表すことにすると、(36)は

t =
(x̄ − ȳ) − (µx − µy)√

Nx+Ny

NxNy(Nx+Ny−2) (ssx + ssy)

となる。

この値を用いて、2群の平均に顕著な差があるかどうかを調べるのが、t検定 (Student’s t-test)
である。この値を用いる方法は（通常の初等統計の教科書に書いてあるものである）、2群の分散
が等しいことを仮定している。t検定の発想は、標本平均の差の大きさの程度をその推定値の分散

で標準化して評価しようとするものであり、それぞれの群の標本がN(µ1, σ
2
x)およびN(µ2, σ

2
y)の
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正規分布に独立に従うと仮定する。上の (36)の分子は x̄ − ȳでありこれは 2群の平均の差の推定
値である。第 1群の平均の推定値 (標本平均)x̄の分散は σx/Nxであり、ȳの分散は σy/Ny となる。

平均の推定値の分散はそれぞれ

σ̂2
x =

ssx

Nx − 1
, σ̂2

y =
ssy

Ny − 1

で推定される。分子が”標本件数-1”になっているは、推定値の平均が正しく母数と一致させるた
めである。さらに、2群の分散が同一であることを仮定すると、その共通の分散は

σ̂2 =
ssx + ssy

(Nx + Ny − 2)

によって推定される。

平均の差の推定値 x̄ − ȳの分散は σ2
x/Nx + σ2

y/Ny である。分散が共通であることを仮定すると

これは σ2(Nx+Ny)
NxNy

であり、(36) の分母はこの値の平方根を推定するものである。

もし σ2の推定が十分に正確であるなら、tの値は平均ゼロ、分散 σ2(Nx+Ny)
NxNy

の正規分布に従う

と見なせるが、実際には σ̂2の変動を無視できない。特に標本件数が少ない場合には、σ̂2 の変動に

よって tの値はかなり変化する。検定に用いられる t分布は、この変動を考慮したときに tの値がど

のように分布するかを予測するものである。2群の分散が等しければ (36)は「自由度Nx + Ny − 2
の t分布」という分布に従う。「自由度」とは t分布の特徴を定める一つの数値であり、この値が

大きいと正規分布に近づく。

2群の分散が違う場合について類似の検定を行う方法が開発されておりWelchの検定 (または
Sattarthwaiteの近似)と呼ばれている。
2005.6.22修正 (2005年の資料も間違い) この場合には，検定に用いる値は，

t =
(x̄ − ȳ) − (µx − µy)√

σ̂2
x/Nx + σ̂2

y/Ny

であり，これを t分布で近似することができる。このとき，t分布の自由度は次の値を用いる。

df =
(σ̂2

x/Nx + σ̂2
y/Ny)2

(σ̂2
x/Nx)2

Nx−1 + (σ̂2
y/Ny)2

Ny−1

(37)

2005.6.22修正の終わり

7.2 平均と分散以外のものを用いる方法

平均、分散、標準偏差の他にデータの特徴について検討するための値

データの位置（全体の大小）について：中央値 (median)、4分位値（点）(quartile)、分位点 (quantile)、
刈り込み平均 (trimmed mean)
データの広がり（散らばり具合い）について: 範囲（レンジ）、4 部位点間距離、刈り込み分散
(trimmed variance)

外れ値（中央値から遠く離れた値）が含まれるデータについては、平均はかならずしも良い代表

値ではないかも知れない。
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7.3 図を用いた分布の比較

7.3.1 枝葉図

分布の特徴を簡単に把握するための関数として stemが用意されている。これはTukey(1977)にお
いて枝葉図 (stem-and-leaf plot)と名付けられているグラフである。図 5では、教示が"NV"であるも

> stem(fusionNV)

N = 43 Median = 6.9

Quartiles = 3.1, 10.3

Decimal point is at the colon

1 : 779

2 : 0113347

3 : 1149

4 : 2377

5 : 6

6 : 139

7 : 89

8 : 1499

9 : 1577

10 : 3

11 :

12 : 23

13 : 04

14 : 7

15 :

16 :

17 : 4

18 :

19 : 7

20 : 4

21 :

22 : 0

High: 47.2

図 5: 枝葉図

のについて枝葉図を描いている。ここで、出力されているのは簡単なヒストグラムである。反応時間

の整数部分が図の左側の見出しに描かれており、範囲に該当するデータの個数分の文字が、その行に

並べて表示される。表示されるのは小数点 1桁目の数値である。ほとんどの反応時間は 10秒以下で
あるが、中には 47.2秒かかるものもあり、正方向に裾が重いことが分かる。教示が"VV"であるもの

についても同様に、stem(fusionVV)、または直接 stem(fusion$time[fusion$inst == "VV"])

とすれば枝葉図が表示される。図の上部に Medianと表示されているのは中位数 (メディアン)で
あり、Quartilesとあるのは、第 1四分位数と第 3四分位数である。
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図 6: ヒストグラム

7.3.2 ヒストグラム

7.3.3 箱ヒゲ図

ヒストグラムより単純で、分布を比較するために効果的な方法として箱ヒゲ図 (boxplot)がある
(Tukey,1977; Hoaglin et al.1983)。これらの図 7の中心部分の箱は、データの 25パーセント点 (第
1四分位点)と 75パーセント点 (第 3四分位点)の範囲を示し、その中の横線はメディアンを表す。
また、箱の両端から点線が伸びた先の線分は、ヒゲ (whisker)と呼ばれる。通常は四分位点から四
分位点間距離の 1.5倍の長さをとり、その範囲内で一番外側のデータの位置を示す。ヒゲより外側
については、通常は全てのデータを表示する。これらの表示を検討することにより、データの大

小、分布の広がり、歪み、最大・最小などを視覚的に確認できる。

標準正規分布では、第３四分位点の値は、0.6745であり、これに四分位点間の距離の 1.5倍を
加えたヒゲの位置は 2.6980となる。この上側確率は 0.0035(0.35 パーセント)であり、かなり小さ
い。より裾の重い分布では、対応する確率はより大きくなる。例えば、自由度 4の t分布では、第

３四分位点は 0.7407、ヒゲの位置は 2.9628であり、上側確率は 0.0207である。更に自由度 1の t

分布 (Chaucy分布)では、第３四分位点は 1、ヒゲの位置は 4、上側確率は 0.0780であり、8パー
セントに近い。

7.3.4 分位点プロット

グラフによって分布の形を検討するための、もう一つの道具が分位点プロット (quantile plot)

である。分位点プロットのなかでしばしば利用されるものには、分布の正規性を検討するための正

規確率プロット (normal-probability plot)と、2つの分布の関係をみるための分位点−分位点
プロット (quantile-quantile plot/ Q-Q plot)とがある。

図 8の上 2つは、fusionデータ (NV条件)の反応時間を正規確率プロットによって表示したも
のである。左は無変換のデータであり、右は対数変換後のデータを示している。正規確率プロット
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図 7: 両眼融合データの箱ヒゲ図 (左側：無変換、右側：対数)

は、データの各点について対応する下側確率を求め、その確率に対応する正規分布の分位点を横

軸の値とし、データの値を縦軸にプロットする。もし、データの分布が正規分布に従っているなら

ば、プロットされた点はほぼ直線上に並ぶはずである。左右の端で傾きが急になっているならば、

これは正規分布に比べて裾の重い分布 (自由度の小さい t分布がこれにあたる)であることを意味
する。逆に傾きが緩やかなら、裾のつまった分布 (一様分布など)であることを示す。正規確率プ
ロットに示した直線は第 1四分位点と第 3四分位点とを結んでいる。変換前のデータはかなり正の
方向に裾が重くなっているが、対数変換すると正規分布に近くなっている。ただし、小さい方の分

布の裾が短い。

図 8の下 2つのグラフは、NV条件のデータと VV 条件のデータを比較するためのQ-Qプロット
である。縦軸は先の正規確率プロットと同様にデータの分位点であるが、横軸も別のデータから求

められた分位点の値である。もし、2つのデータの分布が同一のものであるならば、表示される点
はほぼX = Y の直線上にあるはずである。また、一方の分布が他方の分布を 1次式で変換したも
の (定数倍 +定数)であれば、ほぼ直線上に点が表示されるはずである。左側は無変換のデータで
あり、右側は対数変換したもの同士を比較している。表示してある直線はX = Y を示す。対応す

る分位点同士を比較すると一貫して NVデータが VVデータより大きな値を取っていることが分か

る。Q-Qプロットにおいては、2群のデータの個数が異なる場合には、件数の少ない方に表示点を
合わせ、もう 1群の分位点は補間により推定した値を用いている。
これまでの検討からほぼ明らかだが、2つのデータは無変換では分散がかなり異なる。しかし、
対数をとることにより、正規性と等分散性の仮定は妥当なものとなる。Q-Qプロットから明らか
なように、NV条件の反応時間が明らかに大きい。無変換のデータに直接 t検定を実行しても、有

意とはならないが、対数変換すると帰無仮説が棄却される。

24



•

••••
••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •

Quantiles of Standard Normal

fu
si

on
N

V

-2 -1 0 1 2

0
10

20
30

40

•

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •

Quantiles of Standard Normal

lo
g(

fu
si

on
N

V
)

-2 -1 0 1 2

1
2

3

••••••••••••
•••••

• •• ••••• • ••• •
••

•

•

fusionVV

fu
si

on
N

V

5 10 15 20

0
10

20
30

40

• • • • •••
• • ••

••• ••
••
• •• ••••• • •••• •••

•

log(fusionVV)

lo
g(

fu
si

on
N

V
)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1
2

3

図 8: 正規確率プロットと分位点・分位点プロット
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8 確率変数の性質

8.1 中心極限定理と正規分布

X1, X2, ...., XN を、それぞれ値 1を確率 pで、値 0を確率 (1 − p) でとる確率変数であるとす
る。また、それぞれが互いに独立に分布するものとする。つまり他の変数の値の大小によって値の

生じ方に影響を受けることはない。

これらの和 Y =
∑N

i=1 Xi は、平均 Np、分散 Np(1 − p)（標準偏差
√

Np(1 − p)）となること
が確率変数の性質から分かる。また、N が大きくなると分布の形は次第に正規分布に近づいてい

く。つまり、Z = (Y −Np)/
√

Np(1 − p)とすると、Z は平均ゼロ、分散 1と標準化されるが、Z

の分布は次第に平均ゼロ、分散 1の正規分布（標準正規分布）に近づく。
独立な確率変数の和の分布が、N が増えるとともに正規分布に次第に近づくことは数学的に証

明できるが、この定理は中心極限定理と呼ばれる。
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図 9: 2項分布 Bin(n, 1/2) (S.D.は標準偏差)

8.2 ヒストグラムと順序統計量

連続値をとる確率変数のヒストグラムは、確率密度関数の推定法の一つと考えられる。確率変

数 X の確率密度関数を f(x)とする。観察されたデータを x1, x2, ..., xN とすると、ヒストグラム

は f̂(x)は次のように定義される。

f̂(x) =
ni

Nh
, x ∈ (bj , bj+1]
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図 10: 2項分布 Bin(n, 1/5) (S.D.は標準偏差) 2006.06.23 修正

ここで、{bj}はヒストグラムの区間の境界であり、hは区間の長さである。また、niは区間 (bj , bj+1]
内にあるデータの件数を表す。

ヒストグラムは単純なものであり、特に注意深く検討するべき性質があるようには思わないかも

知れないが、区間の設定は微妙な問題である。得られたヒストグラムがどれくらい「良い」もので

あるかの一つの基準は、次の指標（積分 2乗誤差）である。

ISE =
∫ +∞

−∞
[f̂(x) − f(x)]2dx

問題は、区間を広げると真の確率密度関数 f(x)を正確に表現することが難しくなり、区間を小さ
くすると 1つの区間に含まれるデータの件数が減少し推定値が信頼できなくなることである。デー
タの件数N が大きく、f(x)が複雑な形をしているなら、区間幅を小さくした方が望ましく、その
逆なら区間幅を大きくした方が良い。ISEは標本の値によって定まるものなので、得られた標本が
異なれば違う値をとる。ヒストグラムの性質を分析すると、ISEの平均 Ef (ISE)を最小にする区
間幅は、N の値が大きければほぼ、

h0 =
(

6
R

)1/3

N−1/3

になる。この式中の Rは

R =
∫ +∞

−∞
{f ′(x)}2dx

を意味する。特に、正規分布の場合には、h0 = 3.491σN−1/3となる。(Simonoff,J., (1998) Smoothing
Methods, Springer)
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図 11: 標本件数とヒストグラムの凹凸

表 6: 標準正規分布の漸近的最適区間幅

N h0

50 0.95
200 0.60
800 0.38
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8.3 順序統計量の分布

平均 µ、分散 σ2 の正規分布に従う、互いに独立な N 個の確率変数 X1, ..., XN を考える。これ

らの平均 X̄ = 1
N

∑N
i=1 Xi の平均は µ、分散は σ2/N となる。 一方、N が大きいときメディアン

（中位数）は平均 µ、分散 πσ2

2N であり、分散は π/2 = 1.571倍大きい。しかし、正規分布より裾の
重い分布（外れ値の生じやすい分布）の場合には、メディアンの分散の方が小さい場合もある。

t検定は、2群の比較を行うために、それぞれの平均と分散（共通、または個別に推定される）
を用いるが、観測された数値の順序を用いる方法もある。2つの群の観測値をそれぞれ x1, ..., xM、

y1, ..., yNとする。これら 2群をまとめ、小さい方から順番にならべ、それらに順位をつける。ここで、
x1, ..., xM に対応する数値につけられた順位の和をW とする。全体の順位の平均は (M +N +1)/2
であるから、2群が同じ分布に基づくならばW がM(M + N + 1)/2より大きく異なることは少な
いはずである。このW (順位和) を用いて 2群の違いを識別する方法をWilcoxon順位和検定、ま
たはMann-Whitney 検定と呼ぶ。
この方法の特徴は、(1)例え外れ値があっても値は順位に変換されるため、結果が影響を受けづ
らいこと、(2)観測値の大小関係を変えない変換については、結果が同じであることである。

参考: 確率変数 X の分布関数を F (x)とする。これは X ≤ xとなる確率が F (x) であること
を意味する。同一の分布に従う N 個の確率変数 X1, ...., XN を考え、これらの観測値をそれぞれ

x1, ..., xN とする。確率変数X1, ...., XN の内、k番目に小さい値をX(k) とすると、最小値X(1)の

分布関数は、

1 − [1 − F (x)]N

最大値X(N) の分布関数は、

[F (x)]N

となる。一般的に、X(k) の分布関数は

N∑
r=k

(
N

r

)
[F (x)]r[1 − F (x)]N−r =

N !
(k − 1)!(N − k)!

∫ F (x)

0

uk−1(1 − u)N−kdu

であり、確率密度関数は

N !
(k − 1)!(N − k)!

[F (x)]k−1[1 − F (x)]N−kf(x)dx

となる。

分位点 ξp（下から確率 pに相当する点）の厳密な定義は、次のようなものである (Rao,1973)。

X ≤ ξp となる確率が p以上であり、X ≥ ξp となる確率が 1 − p以上の点。

Npを越えない最大の整数 (Npと同じであっても良い）を k1とし、N(1− p)を越えない最大の
整数を k2 とすると、標本から分位点の推定値 ξ̂p を次のように定める (Rao,1973)。

ξ̂p以下の標本の件数が k1より大きく、ξ̂p以上の標本の件数が k2より大きい値とする。

このように定義するとNpが整数でないときには、ξ̂p = x(k1+1)となり、Npが整数の

ときは [x(k1), x(k1+1)]の区間の任意の値となる。

母集団の p分位点を ξpとする。ここで ξpが一意に定まり（複数の値ではなく、一つの値だけが

ξpとなること）、確率密度関数が f(ξp) > 0であれば、
√

N(ξ̂p − ξp) はN が増加するとともに、平

均ゼロ、分散 p(1 − p)/f(ξp)2 の正規分布に近づく。
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図 12: 順序統計量の確率密度関数

（証明はここでは省略。数理統計学の教科書を参照のこと。竹村彰通「現代数理統計学」創文

社、C.R.Rao(原著,1973)「線形モデルとその応用」東京図書 など）。
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9 １群および２群データの検定（続き）

先のセクションで 2群の平均の差についての t検定の方法について説明した。復習すると、2群
の平均の差 µx − µy を x̄ − ȳによって推定し、2群の母集団に共通の分散を

σ̂2 =
(ssx + ssy)
Nx + Ny − 2

によって推定する。さらに、これを用いて Var(x̄ − ȳ)を

σ̂diff =
(

1
Nx

+
1

Ny

)
σ̂2

によって推定し，

t =
x̄ − ȳ√
σ̂2

diff

を求め、これが帰無仮説H0 : µx − µy = 0の下で、自由度 Nx + Ny − 2の t分布に従うことを用

いて検定を行った。

同様のアイデアは、2群の平均の差以外の場合にも適用することができる。もっとも単純なの
は、1群の平均 µx がある特定の値 µo に等しいか否かを検定する場合である。ここで帰無仮説を

µx − µ0 = 0とすると x̄の分散の推定値は

σ̂2
mean =

1
Nx

× ssx

Nx − 1

であり、これを用いて

t =
x̄√

σ̂2
mean

を求める。母集団が正規分布であると仮定すれば、帰無仮説のもとで tが自由度 Nx − 1の t分布

に従うので、この性質を用いて検定を行えばよい。

この公式を用いて 2群の個々のデータに対応関係が存在する場合の検定を行うことができる。2
群に対応があるとは、第 1群のデータが右目の視力であり、第 2群のデータが同一の被検者の左目
の視力であるような場合を示す。

ここで、i番目の被験者の右目の視力 xi と左目の視力 yi に違いがあるかについて検討を行うも

のとする。右目の視力のデータを第 1群、左目の視力のデータを第 2群と考えると、対応のない場
合の t検定を用いることも可能ではあるが、対応を考慮して次のような分析を行う方が、差をより

敏感に検出することが可能となる。

データに対応のある場合には、それぞれの差

di = xi − yi (i = 1, ..., N)

を求め、この平均がゼロであるか否かを検定すればよい。差の平均 d̄の分散の推定値は

σ̂2
mean =

1
N

ssd

N − 1

であり、これを用いて

t =
d̄ − 0√
σ̂2

mean

を計算し、これが帰無仮説のもとで自由度N − 1の t分布に従うことを利用して検定を行う。
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この方法の利点は、データの変動のうち２群に共通する部分が取り除かれるため、分析の対象と

なる部分の分散が小さくなり、平均の差を検出しやすくなることである。一方、不利な点は分散の

推定を行う場合、自由度が小さくなるため、特にデータの件数が少い場合には、分散の推定が難し

くなる可能性のあることである。しかし、一般的にはこの欠点より、利点がまさる場合が多い。

9.1 順位に基く方法

上述の t検定と同様の目的、つまり２群の位置母数（正規分布の場合は平均だが、平均の存在し

ない分布についても適用が可能であるので、より一般的に位置母数という用語を用いる）の違い、

または対応のある２群の位置母数の違いを検定するために、データの順位に基く統計量を用いる

方法がある。２群の位置母数の比較に用いられるのが、前述したWilcoxon順位和検定（Wilcoxon
rank sum test, または Mann-Whitney検定) であり、対応のある場合に用いられるのがWilcoxon
符号付順位和検定 (Wilcoxon signed rank sum test)と呼ばれる方法である。

9.1.1 Wilcoxon順位和検定

重複するが、Wilcoxon順位和検定の方法を示す。

1. 両群のデータを合わせ、大きさの順に並べ替え、それぞれのデータに順位を与える。１群
の個数を Nx、２群の個数を Ny とし、合計した件数を N とする。順位の総和は Rsum =∑N

k=1 k = (N + 1)N/2 となる。

2. もし、２群の分布が同一ならば、つまり帰無仮説が成立しているなら、第１群の順位の和Ws

の期待値は

E(Ws) =
Rsum × Nx

N
= Nx(N + 1)/2

となる。また、

Var(Ws) =
NxNy(N + 1)

12
となることも知られている。ただし、同順位のデータがあり，それらには同一である範囲の順位

の平均値を与えることにすると（つまり，データが (3, 5, 5, 9)であるとき順位は (1, 2.5, 2.5, 4)
となる）、同順位に対応した順位和統計量W ∗

s の平均は E(Ws)と同じであり、分散は

Var(W ∗
s ) =

NxNy(N + 1)
12

−
NxNy

∑K
k=1(g

3
k − gk)

12N(N − 1)

となる。ここで gk は k番目の同順位のグループに含まれるデータの個数である．データが

(3, 5, 5, 9)ならばK = 3であり、g1 = 1, g2 = 2, g3 = 1となる。

3. 各群のデータの件数が大きければ、Ws はほぼ正規分布に従うとみなせるので、上の性質を

用いてWs の期待値からの違いを元に検定を行うことができる．

9.1.2 Wilcoxon符号付順位和検定

一方、対応のある場合の t検定に相当するものが、Wilcoxon符号付順位和検定である。これは
次の手順をとる。
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1. ２群のデータの対応する値の差 di, (i = 1, ..., N)を求める。

2. di の絶対値を求め、その絶対値の大きさの順に di を並び換え、順位を与える。

3. di の符号に従い、負であるなら順位をマイナスの数とする。正の場合にはそのままとする。

4. これらの符号付順位のうち、正の符号であるものの総和を Vs とし、負の符号であるものの

（正になおした）順位の総和を Vrとする。ここで、Nx+Ny = N とすると、Vs+Vr = N(N+1)
2

である。

5. 帰無仮説のもとで

E(Vs) =
N(N + 1)

4
および

Var(Vs) =
N(N + 1)(2N + 1)

24
である。それぞれのデータの件数が大きければ Vsはほぼ正規分布に従うとみなせるので、こ

の性質を用いて検定を行える。

また、diの絶対値に同順位がある場合には、次のようになる。まず，両群での対応する値が

同じで di = 0となる組の数を g0 とする。これ以外の |di|について、同順位である組の個数
を順に g1, ..., gK とする。差がない組については値をゼロとし、それ以外の組に付いては、該

当する範囲の順位の平均値を与えることにする（差がゼロである対も含めての順序を用いて

計算する）。このとき、同順位に対応した符号付き順位和統計量 V ∗
s の平均と分散とは、各々

E(V ∗
s ) =

N(N + 1) − g0(g0 + 1)
4

および

Var(V ∗
s ) =

N(N + 1)(2N + 1) − g0(g0 + 1)(2g0 + 1)
24

− 1
48

K∑
k=1

gk(gk − 1)(gk + 1)

となる。

また、上の２つのいずれの方法についても、データの件数が小さい場合には、組み合わせ計

算によって直接確率を求める。

10 無作為化試験と影響関係の推定

ポイント: 無作為化試験の重要性と観察研究の限界

10.1 調査の型

1. 探索的・記述的なもの
標本が無作為抽出される場合、標本平均の分散は標本数に反比例する（標本平均の標準偏差は

標本数の平方根に反比例）。大規模な標本調査では、多段層別抽出が用いられることが多い。

政府機関によって行われる人口、経済調査（全数調査としては国勢調査、事業所統計な

ど、標本調査としては家計調査など）
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新聞社、テレビネットワーク、研究者が行う世論調査、投票行動調査

◦ 文部省 統計数理研究所による「日本人の国民性調査」
生活観などを（一部）同一の質問文を用いて 1953年より 5年おきに全国調査している。 被
験者数は毎回数千人規模。

◦ 生命保険文化センター 「日本人の価値観調査」
データが公開されている（東大社情研 SSJデータアーカイブ）

◦ 日本社会学会による「社会階層と社会移動」全国調査
1955より 10年おきに実施。1万人近い被験者を対象とする国内の社会科学系の面接調査と
しては最大のもの。

2. 理論検証 (仮説検証)を目的とするもの
医学・薬学分野に典型例がある。

◦ 疫学 (epidemiology)調査（意図的な介入を伴わないもの）→ 状況証拠から病気の原

因を追求する医学の分野。(食生活と病気、タバコの影響、環境中の毒物の影響など)

◦ 新薬の臨床試験 (field trial)（介入を伴うもの）→ 実験室で開発された薬物が本当に

効果があるか否かの検討

10.2 Salkワクチンの臨床試験

古典的事例： 1954年に米国で行なわれたソーク (J.Salk)ポリオワクチンの臨床試験が歴史的に
有名。有効性と安全性が評価された。1950年代の米国でのポリオの平均罹患率は 10万人中 50人
程度のため、大量の被験者が必要とされた (Meier,1972)2。

1. 人口統計学的アプローチ : 季節変動、地域変動、診断基準のあいまいさ、医師の知識の違い
などにより評価を行なうことが困難。

2. 観察対照法 (observed control approach): 一部採用
小学校の 2年生にワクチンを投与。1年生と 3年生が対照群 (control group)となる。次のよ
うな問題点がある。

医師の判断基準のあいまいさ。

実験参加を志願したものの偏り (家庭環境、当人の健康状態などが全体の平均とは異な
る可能性がある)。

3. 無作為化と偽薬 (プラシーボ)を用いる対照法 (無作為化試験, randomized trial)
2重盲検法 (double-blind trial)または 2重マスク試験 (double-masked trial) と呼ばれる。倫
理性が問題にされることがあるが（どのような条件の下で無作為化試験が許されるか、また

実験の途中で効果に差が認められる場合に実験を続行すべきか等）、現状では本当の効果を

知るための最良の方法。

2Meier,P (1972). The biggest public health experiment ever: The 1954 field trial of the Salk poliomyelitis
vaccine. In Tanur,J.M. et al. (1989). Statistics: A Guide to the Unknown, 3rd ed., Brooks/Cole Pub. Co.) 邦訳
(第 2 版) 安藤洋美監訳 (1984). 統計学講話, 現代数学社
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10.3 未知の背景要因の影響

また外的な介入の有無は、影響関係の推論の確さと深い関係を持つ. 一般的には、外的介入なし
での推論から決定的な結論を得るのは難しい。　以下は、介入を伴わない（大量の）調査データか

ら得られた結論が、他の証拠なしには、明快な解釈が困難であることを示している。

Smith et al. (1992)3 は、入学試験とは異なる分野の例ではあるが、調査データの結果の解釈に、
慎重な注意が必要であることを指摘した論文である。ここで著者らは、大規模な危険要因について

の調査 (MRFIT)を分析することによって、まず喫煙と自殺の間に関係が見られることを指摘して
いる。MRFIT(Multiple Risk Factor Intervention Trial)は米国の 35歳から 57歳までの 361,662
人の男性を 12年間にわたって追跡調査した研究である。年齢、人種、1日の喫煙本数、糖尿病治療
中であるか、心筋梗塞の有無、社会経済地位（居住地域から推定）がベースラインデータとしてと

られており、これらの効果を考慮してもなお喫煙と自殺との間に関係は見られる。また、MRFIT
以外の他の大規模な複数の追跡調査でも同様の結果が得られている。

しかし、Smith et al.(1992)は、MRFITについて喫煙と他殺による死の間にも同様の関係が見
られることを報告している。喫煙がその薬理作用によって自殺を増加させるという説明は、一見

もっともらしく思えるが、他殺を増加させる原因となるとは考えづらい。喫煙は本当に自殺に影響

を及ぼしているのだろうか？

これについての決定的な答えは現状では分かっていない。しかし、 タバコが直接自殺の危険を

高めるとこれらの調査結果から解釈するのは、困難であるように思える。研究者によっては捉えら

れていない何らかの心理的または社会的要因があり、これが喫煙の習慣と自殺傾向の両者に影響を

及ぼしているとみなすことも可能と思われる。

図 13: 喫煙の影響構造

参考文献
[1] Doll,R., Peto R., Wheatley,K. Gray,R., & Sutherland,I. (1994). Mortality in relation to smoking:

40 years’ observations on male British doctors. British Medical Journal, 309, 901-11.

3Smith,G.D., Phillips,A.N. & Neaton,J.D. (1992). Smoking as “independent” risk factor for suicide: illustration
of an artifact from observational epidemiology? Lancet, 340, 709-12.
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表 7: 喫煙行動と自殺率 (Smith et al.,1992)

タバコ/日 人数 自殺件数 自殺件数
1 万人×年

0 228,545 291 1.09
1-19 29,333 50 1.47
20-39 72,200 166 2.00
40-59 27,844 78 2.46
60+ 3,740 16 3.78

表 8: リスク要因と自殺の相対リスク (95% 信頼区間) (Smith et al. 1992)

リスク要因 年齢補正済み 完全補正済み　

相対リスク　 相対リスク

喫煙

0 1.00 1.00
1-19 1.36(1.00-1.83) 1.36(1.00-1.84)
20-39 1.88 (1.55-2.27) 1.86(1.54-2.26)
40-59 2.31 (1.79-2.96) 2.27(1.77-2.92)
60+ 3.44 (2.08-5.69) 3.33(2.01-5.52)

(χ2 for trend) (78.66,p < 0.0001) (75.98,p < 0.0001)
収入

低 1.35(1.13-1.60) 1.33(1.13-1.59)
他 1.00 1.00
人種

黒人 0.85(0.60-1.21) 0.76(0.53-1.08)
他 1.00 1.00
心筋梗塞

病歴あり 1.79(1.07-2.99) 1.73(1.03-2.90)
なし 1.00 1.00
糖尿病

有病 1.66(0.99-2.77) 1.61(0.96-2.70)
なし 1.00 1.00

表 9: タバコと他殺による死 (Smith et al. 1992に基づく)
総数 222,人種と収入 (居住地域から推定)について補正された

10万人あたり死亡率の比

リスク要因 他殺による死亡の相対比率

(一日あたり喫煙本数) (95% 信頼区間)

0 1.00
1-39 1.71 (1.29-2.28)
40- 2.04 (1.32-3.15)
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11 2値データの関連性とユール・シンプソンのパラドックス

２値データとは、(Yes,No), 合・否など２つの値をもつデータのことである。ここでは、表 10の
ような２つの２値変数の関連性について検討する。

表 10: 死後の世界を信じるか？(性別集計)

死後の世界についての考え

性別 Yes No または Undecided

女性 435 147
男性 375 134

Source: Data from 1991 General Social Survey (Agresti,1996 より引用)

上のデータは、死後の世界が存在することを信じるか、否かの回答を性別に集計したものであ

る。ここで、性によって回答の頻度が異なるかどうかを検討する。もし、性別によって回答比率に

違いがないとしても、サンプリングのばらつきによって、回答比率に多少の違いが生じる。では、

どの程度の違いならば、性別が回答比率に違いをもたらしているといえるだろうか。

11.1 統計的独立

では、まず性別が回答比率に関係がない場合を考えよう。男性におけるYesの (真の)比率を πM

とし、女性の比率を πF とする。性別で違いがないという仮説は

H0 : πF = πM (38)

と表される。 ここで男性の総数を nm、また女性の総数を nF とすると、４つの回答の期待値は

性別 Yes No 計

男性 µ11 = nMπM µ12 = nM (1 − πM ) nM

女性 µ21 = nF πF µ22 = nF (1 − πF ) nF

となる。回答比率が性別によらないとき (ただし、πM ̸= 0, 1;πF ̸= 0, 1)、次の関係が成立して
いる。

µ11µ22

µ12µ21
= 1 (39)

上の関係が成立している場合には、性別が違っても回答には違いがない。また、逆に回答によって

被験者を分類しても、Yesと答えたグループと Noと答えたグループの間に性別比率の違いがない
ことになる。

ここで、
∑2

i=1

∑2
j=1 µij = N とすると、上の条件が成立することは、

µij

N
=

µi1 + µi2

N
× µ1j + µ2j

N
, (i, j = 1, 2) (40)

がなりたつことに等しい。

このような関係が、２つの変数の間に成立することを統計的に独立 (statistically independent)

または単純に独立と呼ぶ。より厳密に定義するとつぎのようになる。
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確率変数XとY の同時分布が p(x, y)であるとする。Y を値 yに固定したときのXの条件つき分布

p(x|y)が yの値によらず一定であるとき、同時分布はつぎのような形になる。( p(x|y) = p(x, y)/p(y)
であることに注意。 )

p(x, y) = p(x)p(y) (41)

これより、上の条件が成立すれば、X を xに固定したときの条件つき分布 p(y|x)が xの値によら

ず一定であることも成立する。以上の性質が成立することを、X と Y が統計的に独立であるとい

う。X と Y が独立であれば相関 (correlation)はゼロになるが、相関がゼロであっても独立とは限
らない。また、X と Y とがともに２値データの場合には、(39)が 1 であれは、行と列の変数は独
立である。

もし、X と Y とが統計的に独立なら、Y を予測するためにはX は全く役にたたず、またX を

予測するためには Y は役にたたない。

11.2 オッズ比 (odds ratio)

２値をとるデータにおいて反応率の比 (上述のデータの場合には πM/(1−πM )または πF /(1−πF )
のことをオッズ (Odds)という。オッズとは賭け率のことであり、たとえばYes,Noがワールドカッ
プ日本・ジャマイカ戦の日本の勝ちを意味するなら、このときオッズは

「日本の勝ち」の確率
「ジャマイカの勝ち または 引き分け」の確率

となる。

さらに、2 × 2のデータにおいて、２つの条件についてのオッズの比、つまり

θ =
Pr(X = 0, Y = 0)/Pr(X = 0, Y = 1)
Pr(X = 1, Y = 0)/Pr(X = 1, Y = 1)

=
Pr(X = 0, Y = 0)Pr(X = 1, Y = 1)
Pr(X = 0, Y = 1)Pr(X = 1, Y = 0)

(42)

をオッズ比 (odds ratio)という。上に示した様に、オッズ比が１であることは、X と Y とが独

立であることを示す。

11.3 相対リスク

上のデータにおける πF /πM に相当するものを、相対リスク (relative risk)と呼ぶ。これは、

医学関係からの用語である。つぎのような 2 × 2データを考えよう。

心筋梗塞

実験条件 Yes No

偽薬 189 10845
アスピリン 104 10933

Source :Preliminary Report: Findings from the Aspirin Component of the Ongoing Physicians’
Health Study, New England Journal of Medicine , 318, 262-264 (1988), Agresti (1996)より

このとき、相対リスクは「偽薬 (統制群)における心筋梗塞の確率」と「アスピリン (実験群) に
おける心筋梗塞の確率」の比のことであり、アスピリンを処方しないと、どれだけ心筋梗塞の確率

が高いかを示す値である。
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11.4 仮説からのずれの指標

いま、一般的に 2 × 2のデータについて仮説がつぎのように表されるものとする。

H0 : E(nij) = µij (i, j = 1, 2) (43)

ここで、左辺は該当するセルの頻度の期待値であり、期待頻度 (expected frequency)と呼ばれ

る。また、観測されたデータは nij , i, j = 1, 2であるとする。
このとき、仮説H0 からのずれを検討するための指標として、つぎの２つが代表的である。

1. χ2 統計量

X2 =
∑ (nij − µij)2

µij
(44)

2. 対数尤度比 (の２倍)

G2 = 2
∑

nij log
(

nij

µij

)
(45)

いずれの値の分布も仮説が真ならば、各セルのデータの件数が増えるとともに、χ2 分布に近付

く。全てのセルに含まれるデータの総件数N が一定であるとすると、ある固定された仮説 (µij)に
対して、これらの χ2分布の自由度は (IJ − 1)となる。この性質を用いて、特定の仮説が成立して
いるか否かを検定できる。

ここで、自由度 kの χ2 分布の平均は k、分散は 2kである。

11.5 独立性の検定

X と Y (行と列)とが独立であることを検定するためには、上に類似の手続きを利用するが、少
し変更を要する。統計的に独立であるということは、各セルの値が特定の固定されたものであるこ

とを必要とするわけではない。課せられている制約はもう少し緩やかなものである。

ここで標本の周辺度数を
∑

i nij = n+j ,
∑

j nij = ni+ ,
∑

i

∑
j nij = n++ とする。また、周

辺度数の期待値を
∑

i µij = n+j ,
∑

j µij ,
∑

i

∑
j µij = µ++ と表記する。

独立性の仮定は、

µij =
µi+µ+j

µ++
(i, j = 1, 2) (46)

が成り立つことに等しい。そこで、検定を行なうには、標本においてこの関係からのずれの大きさ

を測ればよい。

そこで、

µ̂ij =
ni+n+j

n++
(i, j = 1, 2) (47)

とおき、(44),(45)に代入すればよい。ただし、独立性の検定においては、µ̂ij の値は固定されたも

のではなく、標本の値に応じて変更されるため、χ2 分布の自由度は 1である。
より一般的に、I × J の 2重分類表の独立性の検定を行なうには、やはり、(47)によって µ̂ij を

求める。このときX2,G2 は漸近的に自由度 (I − 1)(J − 1)の χ2 分布に従う。

X2とG2を比較すると、X2の方が χ2分布への収束が速い。N/IJ < 5のような条件では、G2

を χ2 分布で近似することは難しい。

40



11.6 Fisherの正確検定 (Fisher’s Exact Test)

標本数N が小さい場合には、X2や G2の χ2近似は難しい。この場合には、独立性の仮説のも

とでの正確な分布を用いて検定を行なうことができる。

独立性の仮説が成り立つとき、周辺度数が固定されているとの条件のもとで (つまり n1+, n+1の

両者が固定されている)、n11 は超幾何分布 (hyper geometric distribution)に従う。この分布はつ
ぎの式であらわされる。

p(n11) =

(
n1+

n11

)(
n2+

n+1 − n11

)
(

n

n+1

) (48)

超幾何分布は、つぎのような確率を表すものと考えればよい。壷のなかに白い玉が n+1 個、赤

い玉が n+2 個含まれている。合わせて n個である。ここで、壷のなかを見ずに、n1+ 個の玉を取

り出す。取り出したなかに含まれる白い玉の個数が n11 である。

超幾何分布の確率は上の式を用いて計算できるので、この分布と観測された n11とを比較し、独

立性の仮説を棄却できるかどうか検討すればよい。

ここで、2 × 2 表の第 1 行の比率を p とおくと、n1+ = np となり、独立性の仮定のもとでの

n11の平均と分散は超幾何分布の性質からつぎの式で与えられる。これらの式は後述するCochran-
Mantel-Haenszel検定で利用する。

E(n11) = n+1p =
n1+n+1

n
(49)

Var(n11) =
n+1n+2n1+n2+

(n − 1)n2
(50)

11.7 対数オッズ比の分散

2値データから得られるオッズ比がどの程度変動するかは、つぎのようにして知ることができる。
ここで、各セルの件数 nij は各々独立にポアソン分布（後述する）に従うと仮定する。平均母数

µのポアソン分布の分散は µであるので標準偏差は
√

µとなる。オッズ比の対数（対数オッズ比）

はつぎの式で表される。

log(n11n22/n12n21) = log n11 + log n22 − log n12 − log n21 (51)

ここで log xの微分が 1/xであることを利用する。nij がある程度以上大きければ、log nij の分散

は 1/n2
ij × Var(nij)で近似できる。これを用いると各 nij が大きい時には

Var{log(n11n22/n12n21)} ≅ 1
n11

+
1

n22
+

1
n12

+
1

n21
(52)

となる。

11.8 4分点相関係数 (φ係数)

2つの変数X と Y の間の Seearmanの相関係数（一般には単に「相関係数」または積率相関係
数とも呼ばれる）はつぎの式で与えられる。

r =
∑N

i=1 (xi − x̄)(yi − ȳ)√∑N
i=1(xi − x̄)2 ×

∑N
i=1(yi − ȳ)2
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この値は、連続値を持つ 2つの変数間の関係の指標としてしばしば用いられる。
Spearmanの相関係数を 2値データに適用すると、つぎのような値が得られる。

φ =
n11n22 − n12n21√
n1+n2+n+1n+2

(53)

この値の 2乗の n倍はX2 になっている。つまりX2 = nφ2 である。

この値は 4分点相関係数 (または φ係数）などと呼ばれる。相関係数を求める関数があればこの

値は即座に求まるので便利ではあるが、周辺度数の影響を受けやすい。

もし、2値変数の背後に連続変数が存在し、その値が何らかの閾値によって 0-1値に変換されて
いると仮定すると、上の係数はもとの連続変数の相関より 0に近づくことが多い。また、閾値が中
央値から外れると、背後の連続変数の相関が同一であっても、より絶対値が小さくなる。

つぎは、X と Y とが相関係数 1/
√

2 = 0.7071068の 2変量正規分布に従う場合の例である。各
変数の平均は 0、分散は 1である。この分布から 2000個の乱数を取り出した。標本相関係数を計
算すると 0.7178727である。つぎに、値が正であれば 1、負であれば 0 として集計するとつぎのよ
うな結果が得られる。

Y = 0 Y = 1

X = 0 766 222
X = 1 252 760

このとき φ = 0.5263392であり、オッズ比は 10.40612である。
また、X と Y の各々について、値が 1より大きければ 1、それ以下ならば 0として集計すると

つぎのような結果が得られる。

Y = 0 Y = 1

X = 0 1524 154
X = 1 153 169

この場合の φは 0.4325268となる。オッズ比は 10.93099である。

11.9 4分相関係数 (tetrachoric correlation)

分析対象となる 2 × 2表の背後に、相関のある 2変量正規分布を仮定し、2つの変数がある閾値
によって分割されることにより、データが得られていると解釈する。この仮定にもとづいて、デー

タにもっとも良く当てはまる分布を推定し、その相関係数を求める。このようにして得られる値を

4分相関係数とよぶ。

11.10 Yule-Simpsonのパラドックス

ここでは 2× 2の頻度データが複数ある場合について考える。先週の資料に示したアスピリンと
心筋梗塞の例で考えると、一つの実験でこれだけのデータを集めることができるわけではない。実

際には、実験者も実験場所も異なる複数のデータを集めたものである。ここで、薬の投与をあらわ

す変数をX、心筋梗塞の有無を Y、実験者（病院）を Z とする。関心対象になるのは、X と Y の

関係であるが、Zはこの関係に影響を及ぼしているかも知れない。このように関心の対象となって

いる関係に影響を及ぼす可能性のある変数を、層別変数と呼び、各条件のことを層 (layer)と呼ぶ。
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層別にデータをみることが重要なのは、データ全体の集計結果と層別に検討した結果が異なる場

合があるからである。表 11のデータは、被告の人種と死刑判決についてのデータである (Draper
et al. (1992)より引用)。原論文の著者 (Rdelet)は 1976年から 1977年にかけての米国フロリダ州
の 20の郡における 637件の殺人事件のデータを収集している。フロリダ州全体には 67の郡があ
るが、その内から人口を考慮し対象とする 20郡が抽出された。637件の事件のうち 311件は、被
告と被害者が顔見知りのケースであり、これを除いた 326 件が表に示したものである。
まず表 11を見ると、被告の人種と死刑判決の率の間には、強い関係はないように見える (白人

被告 11.9% 、黒人被告 10.2%)。しかし、被害者の人種別に同じデータを集計しなおして検討する
と (表 12)、被告が黒人である場合の死刑判決の率が高いのが分かる。集計したデータでこのよう
な傾向が消えるのは、データにつぎのような特徴があるからである。

1. 白人の被告は白人を被害者とすることが多い

2. 黒人の被告は黒人を被害者とすることが多い

3. 被害者が黒人であるときには死刑判決が少い

表 11: 殺人事件の被告の人種と死刑判決

被告の人種 死刑 死刑以外 計

白人 19 141 160
黒人 17 149 166

計 36 290 326
(オッズ比 1.18) Source: Radelet, M. (1981). Racial characteristics and imposition of death

penalty. American Sociological Review, 46, 918-927.

表 12: 被告の人種と死刑判決 (被害者の人種別)

被害者 被告 死刑 死刑以外 計

白人 白人 19 132 151
黒人 11 52 63
小計 30 184 214

黒人 白人 0 9 9
黒人 6 97 103
小計 6 106 112

合計 36 290 326
(被害者が白人の場合のオッズ比 0.68)

上の例では、層別の傾向と全体の集計表における傾向とがかなり異なっている。極端な場合に

は、層別でのオッズ比と全体でのオッズ比が逆の傾向を示すことも有り得る。このような逆説的な

例は、Yule-Simpsonのパラドックス (Yule-Simpson’s paradox)と呼ばれている。

表 13はもう一つの例である。これは、1973年のカルフォルニア大学バークレイ校への学部（大
学院）別、性別の入学志願者数と合否結果である。全体を合計すると、男子の合格率が女子より大

きいが、学部別に検討すると Bから Fの学部では男女の合格率にほとんど違いがなく、また学部
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表 13: 1973年におけるカルフォルニア大学バークレイ校への学部別、性別の入学志願と合否の結果

学部

性別 合否 A B C D E F 合計

男性

合格 512 353 120 138 53 22 1198
不合格 313 207 205 279 138 351 1493

女性

合格 89 17 202 131 94 24 557
不合格 19 8 391 244 299 317 1278

合計 933 585 918 792 584 714 4526

(Source: Freedman,D., Pisani,R. & Purves,R. (1978). Statistics, New York: W.W. Norton.

Aでは女子の方が合格率が高い。全体の傾向は、女子がより入学の難しい学部を受験する傾向が強
いために生じている。

11.11 Cochran-Mantel-Haenszel検定

そこで、層別のデータを対象として変数間の独立性の検定を行うための方法 (Cochran-Mantel-
Haenszel検定、以下では CMH検定と略す）が開発されている。この方法が検定する帰無仮説は、
「各層においてオッズ比がゼロ」であり、対立仮説は「各層がゼロでないある共通のオッズ比を持

つ」というものである。

CMH検定の基本的なアイデアは、つぎのようなものである。まず、各層ごとに n11の帰無仮説

のもとでの正確な分布（超幾何分布）を考え、その平均と分散を求めるとつぎのようになる。

µ11 = E(n11) =
n1+n+1

n++
(54)

Var(n11) =
n1+n2+n+1n+2

n2
++(n++ − 1)

(55)

ついで、各層における帰無仮説のもとでの n11k の期待値 µ11k からのずれの和を求め、これらを

足し合わせる。この値は帰無仮説のもとで近似的に平均ゼロの正規分布に従うとみなせる。また分

散の大きさを求めることもできる。この和の平均と分散は各層のデータが独立に分布することか

ら、各々

E(n11+) =
∑

k

E(n11k) , Var(n11+) =
∑

k

Var(n11k) (56)

となる。さらに、連続修正を加えたつぎの値が近似的に自由度 1の χ2分布に従うことを用いて検

定を行なう。
(|n11+ − E(n11+)| − 1/2)2

Var(n11+)
(57)

CMH検定は、対立仮説として各層における変数の関係がほぼ同じ傾向を持つものであることを
仮定している。このため、層ごとに関係の方向が異なるデータにはうまく適用できない。
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12 回帰分析とは何か

回帰分析 (regression analysis)とは、一般的には次のような関係の分析方法を示す。
被説明変数 (従属変数,dependent variable)Y と１つ以上の説明変数 (独立変数,independent

variable)X1, ..., Xp を考える。これらについて、Y の条件付平均 E(Y |X1, ..., Xp)を説明変数の
関数として表わしたい。もっともよく用いられるのは、この関数を説明変数の１次式によって推定

するつぎの式である。

E(Y |X1, ..., Xp) = β0 + β1X1 + · · · + βpXp

回帰分析を用いる場合、次のような点が問題になる。

1. 説明変数の関数（１次式の場合は回帰係数 β̂i, i = 1, ..., p)をどのようにして求めればよいか。

2. 回帰係数の推定値 β̂i や予測値 Ŷ はどの程度の精度を持っているか。

3. 説明変数X1, .., Xp をどのように選べば良いか。

4. 説明変数が、実験などにおいて固定された変数として解釈できる場合と、社会調査などのよ
うに説明変数自体が外的な影響によって変動している場合とではどこが違うか。

5. 推定された回帰係数 β̂i を、影響関係を表す値として解釈することは可能か。

6. 被説明関数と説明変数との間に非線形の関係がある場合には、どのようにすればよいか。

12.1 相関係数と回帰直線

ここでは、まず説明変数が１個の場合を考える。サンプル件数（データの個数）を N とする。

被説明変数 Y の値を {y1, ..., yN}とする。また説明変数 X の値を {x1, ..., xN}とする。求めよう
としているのは、

E(Y |x) = β0 + β1x

という１次式である。

回帰分析を考える場合、X が確率変数と仮定するものと、分析の対象となるX の値 {x1, ..., xN}
は、固定された値であるとするものがある。教科書によく引用されている、父親と息子の身長の例

では、Y (息子の身長) とX (父親の身長)の両者が確率変数であるとみなせる。一方、実験データ
において、X が制御される変数を表す場合には、{x1, ..., xN}はあらかじめ実験者によって指定さ
れた値である。ここでは、とくに断らない限り後者 (固定された xi)を仮定する。
通常の回帰分析は、つぎの確率モデルを仮定する。

Yi = β0 + xiβ1 + εi , (i = 1, ..., N) (58)

ここで εは直線からのズレをあらわす誤差成分であり、通常は (1)互いに独立で、(2)平均ゼロ、ま
た (3)同一の分散 (σ2)を持つ、(4)正規分布に従うと仮定する。問題は、与えられたデータを用い
て最も適当と思われる係数 β0 および β1 の値を求めることである。

そこで、係数を推定するための基準を

SS =
N∑

i=1

(yi − β0 − β1xi)2 , (59)
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とし、この値を小さくする係数が望ましいと考える。

行列を用いるとつぎのように記述することができる。

y =


y1

...
yN

 , X =


1 x1

...
...

1 xN

 , β =

(
β0

β1

)

ここで、(59)は
SS = ∥y − Xβ∥2 (60)

となる。このような、目的からのズレの大きさの２乗和を最小化する推定方法は一般的に最小 2乗

法と呼ばれる。

この SSを最小にする βは、XT Xβ = XT y の解になることが微分を検討することによってわ

かる。１変数の場合に、この式の値をより詳しく検討すると、つぎのようなことがわかる。

以下の説明で次の記号を用いる。

ȳ =
1
N

∑
i

yi , x̄ =
1
N

∑
i

xi (61)

var(x) =
1
N

∑
i

(xi − x̄)2 , cov(x, y) =
1
N

∑
i

(xi − x̄)(yi − ȳ) (62)

C = (XT X)−1 =
1

N2var(x)

( ∑
i x2

i −
∑

i xi

−
∑

i xi N

)
, XT y =

( ∑
i yi∑

i xiyi

)
(63)

残差２乗和 (60)を最小にする βは、

β̂ = CXT y (64)

であたえられる。これより

β̂0 = ȳ − cov(x, y)
var(x)

x̄ = ȳ − β̂1x̄ , β̂1 =
cov(x, y)
var(x)

(65)

となる。

ŷ = Xβ̂とすると、次の式が成り立つ。

∥y − ȳ∥2 = ∥y − ŷ∥2 + ∥ŷ − ȳ∥2 (66)

ここで、ȳは、要素の全てが ȳである長さ N のベクトルである。要素を用いて表すと、上式はつ

ぎのようになる。 ∑
i

(yi − ȳ)2 =
∑

i

(yi − ŷi)2 +
∑

i

(ŷi − ȳ)2 (67)

標本相関係数の定義は

r =
cov(x, y)√
var(x)var(y)

(68)

であるが、相関係数と回帰による予測残差の間に、つぎのような関係がある。

r2 =
∑

i(ŷi − ȳ)2∑
i(yi − ȳ)2

= 1 −
∑

i(yi − ŷi)2∑
i(yi − ȳ)2

(69)
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12.2 被説明変数の変換

実際に回帰分析を用いる場合、モデルの仮定が必ずしも成立しているとは限らない。特に、被説

明変数の条件付期待値が説明変数の１次式によってはうまく表せない場合は少くない。また、誤差

分散が、説明変数の値によって異なる場合も多い。回帰分析の計算手順は、前節に述べた仮定に依

存しているので、これらの条件が成立しなければ、得られた回帰式の推定値が望ましいものである

ことが疑わしくなる。

図 14には自動車の速度 (mph)と停止距離 (ft)のデータを示す (出典 Ezekiel,1930; R-1.2のライ
ブラリより引用)。左側は生のデータであり、右側は被説明変数を停止距離の平方根にとっている。
いずれも実線は回帰直線であり、破線は後述する lowess という手法で平滑化を行ったものである。
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図 14: 自動車停止距離データ (Ezekiel;1930)

左側の図では、残差が中央部で負の方向に偏り、両端で正方向へ偏る傾向が見られる。また、大

きな速度 (speed)においては残差の絶対値が大きくなる傾向が見られる。一方、右側の図ではこれ
らの傾向は、かなり改善されている。

統計モデルの仮定が成立しているか否かをデータに基いて検討することは、一般的にモデル診断

と呼ばれる。多くの場合、残差の分布の傾向を検討することによって有益な情報が得られる。

また、変数とくに被説明変数に特定の変換を加えることにより、回帰分析モデルの仮定がより妥

当であるようにすることができる。このために用いられる非線形変換の方法には、つぎのようなも

のがある。

1. 対数変換 (V = log Y ) : 後述の Box-Cox変換において、λ = 0の場合は対数変換として定義
されている。

2. 平方根変換 ( V =
√

Y ) : 被説明変数が頻度である場合には、ポアソン分布に従っていると
みなせることが多い。平均 µ のポアソン分布の分散は µであるので、頻度がある程度大きい

数である場合には、平方根をとることにより、分散を一定に近付けることができる。
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表 14: 分散安定化変換
εの標準偏差が η = E(Y |x)の関数であるとき、近似的に一定に近づける変換

εの標準偏差 分散安定化変換

σY = f(η)

σY ∝ ηk (Y ≥ 0) Y 1−k

σY ∝ η (Y ≥ 0) log Y

σY ∝ η1/2(1 − η)1/2 (0 ≤ Y ≤ 1) sin−1(
√

Y )
σY ∝ η−1(1 − η)1/2 (0 ≤ Y ≤ 1) (1 − Y )1/2 − (1 − Y )3/2/3
σY ∝ (1 − η2)−2 (−1 ≤ Y ≤ 1) log{(1 + Y )/(1 − Y )}

3. Box-Cox変換 : 羃乗による変換の一般化。つぎの式で Ỹ は、Y1, ..., YN の幾何平均 (Y1 ×
Y2 · · ·YN )1/N である。

V =

{
(Y λ − 1)/(λỸ λ−1) for λ ̸= 0,

Ỹ log Y for λ = 0
(70)

4. 逆正弦変換 ( V = sin−1(
√

Y/m) ) : Y が２項分布Bin(m, p)に従う場合、分散はmp(1− p)
である。mがある程度大きければ、この変換を加えることによって pの値によらず分散を一

定に近付けることができる。

13 重回帰分析

説明変数が複数ある場合に、モデルを拡張する。yN×1は被説明変数であり、XN×pは説明変数

とする。通常X の第 1列は定数 (全て 1)とする。
多変量の回帰分析のモデル (重回帰分析)はつぎのようなものである。

y = Xβ + ε (71)

ここで、εの要素 εi (i = 1, ..., N)は、平均ゼロ、分散 σ2 の正規分布に互いに独立に従うものと

する。

回帰係数 βはつぎの式で推定される。

β̂ = (XT X)−1XT y (72)

一般的に

E(Az) = AE(z), V ar(Az) = AV ar(z)AT (73)

が成立するので、β̂の平均は βであり、分散共分散行列は σ2(XT X)−1 となることがわかる。

被説明変数の予測値は、ŷ = Xβ̂で与えられ、また誤差分散の不偏推定値は、

σ̂2 = (y − ŷ)T (y − ŷ)/(N − p) = ∥y − ŷ∥2/(N − p) (74)

で与えられる。σ̂2は、モデルの仮定が正しければ σ2 × χ2
N−p/(N − p) に従う。また、理論的な検

討から、β̂と σ̂2 とはモデルの仮定の下で統計的に独立であることが知られている。
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X が定数の列を含む場合、次の値を重相関係数の 2乗 (R2)と呼ぶ。R2は r2と同様のつぎの式

で定義される。次式は (69)と同一の内容をベクトルを用いて表記したものである。

R2 =
∥ŷ − ȳ∥2

∥y − ȳ∥2
= 1 − ∥y − ŷ∥2

∥y − ȳ∥2
(75)

R2 は 0から 1までの範囲をとる。R2 = 1は、誤差がゼロであること、すなわち y = ŷを意味す

る。また、R2 = 0は、ŷの分散がゼロ、すなわち ŷi = ȳ (i = 1, ..., N)を意味する。

13.1 説明変数の選択

回帰モデルの性質として、多くの説明変数を含むモデルの推定を行なうと、回帰係数の推定精度

が落ちることが知られている。多くの説明変数を用いてR2を求めると見掛け上大きな値が与えら

れることがあるが、別のデータに推定された β̂を適用すると予測の性能は概して悪い。もしデー

タが十分に大量にあればこのような問題は生じないが、複雑なモデルの推定について注意を払うこ

とが不要であるほど大量のデータは普通には利用できない。このような問題が生じるのは、回帰係

数がたまたま目前にあるデータについて日和見的に適合しているためである。これを避けるために

は、モデルの適合度は保ちつつ、極力少数の説明変数によって予測を行なう必要がある。回帰分析

における F 検定は、変数選択のための一つの方法である。

回帰係数の内、要素 βq+1, ..., βp がゼロであるか否かを検討することにしよう。M0 を βq+1 =
· · ·βp = 0と制約を加えたモデル (説明変数の個数が qのモデル)とする。また、M1を βq+1, ..., βp

が必ずしもゼロでは無いモデルとする。モデルM0によって推定された yの予測値を ŷ0とし、M1

による予測値を ŷ1 とする。モデルM0(より単純なモデルといえる) が正しいとの仮定の下で、つ
ぎのことが成立する。

∥y − ŷ0∥2 ∼ σ2χ2
N−q (76)

∥y − ŷ1∥2 ∼ σ2χ2
N−p (77)

∥y − ŷ0∥2 − ∥y − ŷ1∥2 ∼ σ2χ2
p−q (78)

またM0 の仮定の下で、(77)と (78)とは独立である。また、このとき

F =
∥y − ŷ0∥2 − ∥y − ŷ1∥2

∥y − ŷ1∥2
× N − p

p − q
(79)

は、自由度 (p − q,N − p)の F 分布に従う。もし、M0 が正しくなく、M1 が説明のために必要で

あるのならば、(76)の値はM0 が成立する場合よりも大きくなるはずである。そこで、F 値 (79)
を F 分布の値と比較し、もし顕著に大きければ「M0が成立している」という仮説を棄却すること

にする。通常、F 値が分布の上位 5パーセントに入れば、M0 を棄却することが多い。

また、回帰係数 βj について、つぎのような検討を加えることが多い。以下で、行列 (XT X)−1

をC = (cij)と表記する。上に示したように、回帰係数 β̂j の平均は βj、分散は σ2× cjj である。残

差の分散 σ2は未知であり、この推定値として σ̂2を用いることにする。モデルM1の仮定の下で、

t =
β̂j − βj√

σ̂2cjj

(80)
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は自由度 N − pの t分布に従う。これを用いて、平均値の信頼区間の場合と同様に、βj の信頼区

間を求めることができる。もし、信頼区間がゼロを含めば、第 j番目の変数を説明変数に加える必

要は薄いとみなされる。

より単純で理論的に簡明なモデルの選択方法として、赤池情報量基準AIC(Akaike’s Information
Criterion)を用いる方法がある。これは AICとよばれる指標を最小化するモデルを最良モデルと
みなす方法である。誤差分散が未知の回帰モデルの場合、AICは次の式で与えられる。

AIC = N log
∥y − ŷ∥2

N
+ 2q +定数 (81)

= N log ∥y − ŷ∥2 + 2q +定数′ (82)

ここで、q はモデルに含まれるパラメータの個数であり、誤差分散未知の回帰モデルの場合には

p + 1である。
また Schwarz(1978)は、ベイズ推定の立場からつぎのようなモデル選択基準 (のちに BICと呼

ばれるようになった)を提案している。

BIC = N log
∥y − ŷ∥2

N
+ q log N +定数 (83)

この他に伝統的にモデル選択の基準として利用されている指標に、自由度調整済み重相関係数

R∗ がある。これは，(75)で定義される重相関係数（の２乗）を修正した，次の式で定義される。
ここで pは（定数を除く）説明変数の個数を表す．

R∗ =
√

R2 − p

N − p − 1
(1 − R2) =

√
1 − ∥y − ŷ∥2/(N − p − 1)

∥y − ȳ∥2/(N − 1)
(84)

14 モデル診断の方法

たとえデータがどんなものであっても、回帰分析を行えば解は得ることができる。しかし、回帰

分析が仮定している条件が成立してないならば、解についての検討は不適切なものになってしまう

かもしれない。得られた解についての検討は、残差と各々のサンプルが解に及ぼす影響を通じて

行う。

14.1 残差の評価

回帰係数 βの推定値 β̂は、最小２乗基準を満す解であり、ŷi は説明変数の値を固定したときの

Y の平均、つまり E(Y |xi)を推定していると解釈できる。xiはX の第 i行の行ベクトルである。

また、ei = yi − ŷi (i = 1, ..., N)を残差 (residual)とよび、これらを成分とするベクトル eを残

差ベクトルと呼ぶ。

もし、ŷiが十分に正確に E(Y |xi)を推定しており、さらに σ̂2も σ2の推定値として十分に正確

ならば、モデルの仮定の下で、

yi − ŷi

σ̂
=

ei

σ̂
, (i = 1, ..., N) (85)

は、近似的に標準正規分布に独立に従う。
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しかし、現実の多くの例では ŷiおよび σ̂2の両者が確率的に変動する。そこで、もう少し厳密に

eの分布を考えると、ŷ = Xβ̂ = X(XT X)−1XT yであるので、

e = y − ŷ = (I − X(XT X)−1XT )y (86)

と表される。これより、

E(e) = 0 , V ar(e) = σ2(I − X(XT X)−1XT ) (87)

であることが導かれる。ここで、H = X(XT X)−1XT とおき、この第 i対角要素を hii とする。

σ̂2/σ2はモデルの仮定の下で自由度N − pの χ2分布に従うので残差をその分散の推定値の平方

根で割って標準化をおこなう。

si =
ei√

σ̂2(1 − hii)
(88)

この値を標準化残差 (standardized residuals)と呼ぶ。Draper & Simth (1998)では内的にス
チューデント化された残差 (internally Studentized residuals)と呼んでいる。
ちなみに、

X =


1 1
1 2
...

...
1 10


とすると、hii の値は i = 1および i = 10のとき 0.345、また i = 5および i = 6のとき 0.103で
ある。

さらに、i番目のデータの残差の標準化を行う場合に、データ全体から推定された σ̂2ではなく、

該当する残差の寄与を除いて推定された値を用いると、外れ値をより敏感に検出することが可能に

なり、また ei と標準化のための分母が独立に分布する。ei の寄与分を除いて推定される残差分散

はつぎの式で表される。

σ̂2(i) =
(N − p)σ̂2 − e2

i /(1 − hii)
N − p − 1

(89)

この値を用いて標準化を行うと、

ti =
ei√

σ̂2(i)(1 − hii)
(90)

という値が得られる。この値をスチューデント化残差 (Studentized residuals)と呼ぶ。Draper
& Smith(1998)では、外的にスチューデント化された残差 (externally Studentized residuals)と呼
んでいる。

回帰分析の仮定は、

1. Yi の平均 E(Y |x)が説明変数 xの１次関数で表される。

2. Yi (i = 1, ..., N)は互いに独立。

3. Yi の分散 V ar(Y |x)が一定。

4. Yi は正規分布に従う。
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というものである。これらの仮定が、実際に妥当なものであるか否かは、残差の分布の状態を図等

によって確認することができる。もし、E(Y |x)が説明変数の非線形 (１次関数ではないこと)な関
数として表されるのなら、残差は平均ゼロではなく系統的な偏りを示す。また、V ar(Y |x)が一定
ではなく、E(Y |x)と関係をもっているならば、ŷiと eiの散布図を描くことにより、そのような傾

向を発見できる。しばしば生じるのは、E(Y |x) が大きいと V ar(Y |x)もそれにつれて大きくなる
場合である。このような傾向が生じたなら、yiの値を対数や平方根などによって変換したのち回帰

分析を行なうと、より適切な分析が可能になる。

モデル診断にあたって注意すべき点はつぎのようなものである。

1. 残差に系統的な偏りがある場合には、本来説明変数によって説明されるべき変動が、直線か
らのズレとみなされ残差となる。このため、説明変数の影響が過小評価されているかも知れ

ない。

2. 残差の分布が正規分布とはみなせない場合、とくに裾が重い（極端な値が生じやすい）場合
にも、残差分散の推定が過大評価されやすい。回帰係数の検定には、残差分散の平方根が分

母にあらわれるので、この値が過大評価されると、説明変数の効果があるのに見過ごす可能

性が大きくなる。

3. 回帰係数の推定方法は残差分散が同一であることを仮定しているので、残差分散の大きさが
説明変数の値によって異なる場合には、推定された回帰係数の値が妥当かどうか疑わしい。

14.2 各サンプルの解への影響評価 (感度分析)

残差の他に注意するべきことに、各データが推定値にどれだけの影響を及ぼしているかがある。

大きな残差を持つデータは解に大きい影響を及ぼしがちであるが、たとえ残差が小くとも、１個の

データの僅かな変動が推定値全体に大きな影響を及ぼす場合もある。

そこで i番目のデータを除いたN − 1個のデータに回帰分析を適用して推定されたN 個の推定

値を ŷ(i)とする。また、このときの回帰係数の推定値を β̂(i)とする。
ここで i番目のデータの推定値に及ぼす影響をつぎの式で表す。

Di = (ŷ − ŷ(i))T (ŷ − ŷ(i))/(pσ̂2) (91)

= (β̂ − β̂(i))T XT X(β̂ − β̂(i))/(pσ̂2) (92)

この値は Cook の距離と呼ばれている。また、この値を ei を用いてあらわすと、つぎのように

なる。

Di =

{
ei√

σ̂2(1 − hii)

}2 {
hii

1 − hii

}
1
p

(93)

15 説明変数も確率変数である場合

ここでは被説明変数が、Y = X1であり、説明変数はX2, ..., Xp であるとする。通常はX1, ..., Xp

の同時分布が、多変量正規分布に従うと仮定して分析する。実際に得られる多変量のデータが多変

量正規分布に従っているとの保証はないが、理論的な明解さからこのような仮定をおいて分析を進

めることが多い。
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独立に標準正規分布に従う p個の確率変数Z1, ..., Zpを要素とする縦ベクトルをzとし、X1, ..., Xp

を要素とする縦ベクトルを xとする。xが多変量正規分布に従うとは、各要素の平均を表すベクト

ル µと、p × pの行列Aがあり、x = µ + Azと書き表されることを意味する。

ベクトル xが多変量正規分布に従うなら、その要素のどんな１次式もまた正規分布に従う。特

に、各要素の周辺分布も正規分布になる。

これまでの説明では、説明変数は実験者によって外的に定められた値をとることを仮定してい

たが、回帰の概念は説明変数が確率変数である場合にも適用できる。つまり、E(X1|X2, ..., Xp)を
X2, ..., Xp の式として求めることができるならば、これを回帰式とすればよい。

多変量正規分布の場合には、X1の条件付分布はつぎの平均と分散を持つ正規分布であらわすこ

とができる。ここで、X1の分散を σ11、X1とX2, ..., Xp の共分散からなる行ベクトルをΣ1,2...p、

X2, .., Xp の分散共分散行列を Σ2...p,2...p で表す。また、Σによって X1, ..., Xp 全体の分散共分散

行列を示す。

E(X1|X2, ..., Xp) = µ1 + Σ1,2...pΣ−1
2...p,2...p(X2 − µ2, ..., Xp − µp)T (94)

V ar(X1|X2, ..., Xp) = σ11 − Σ1,2...pΣ−1
2...p,2...pΣ

T
1,2...p (95)

(96)

上の (95)は、X1の条件付分布の分散がX2, ..., Xpの値によらず一定であることを示している。こ

れは多変量正規分布の著しい特徴である。また、(94)のΣ1,2...pΣ−1
2...p,2...pが、回帰係数 βT に相当

する。

実際の計算においては、真の分散共分散の値は分らないので、データからつぎのように推定す

る。ここで xiは変数X1, ..., Xpの第 iサンプルにおける値を示す列ベクトルである。また x̄は標

本平均を示す。まず、つぎの式によって p個の変数の分散共分散行列の推定を行う。

S =
1

N − 1

N∑
i=1

(x − x̄)(x − x̄)T (97)

分散共分散行列の (N − 1)倍 (N − 1)S の分布は、ウィシャート (Wishart)分布W (Σ, N − 1)と
呼ばれるものになる。

この S を用いて計算される回帰係数のベクトル β̂ = S−1
2...p,2...pS

T
1,2...p の正確な分布は複雑にな

るが、十分 N が大きければ S は真の分散共分散行列 Σに収束するので、β̂ も真の回帰係数ベク

トルに収束する。

15.1 相関係数の分布

変数Xj とXk の (母)相関係数 ρjk は、つぎの式で定義される。

ρjk =
σjk√
σjjσkk

(98)

標本相関係数 rjk は、S の要素を持ちいて

rjk =
sjk√
sjjskk

(99)
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と定義される。ここでつぎの変換 (Fisherの z変換)を考える。(添字は省略する。)

z =
1
2

log
1 + r

1 − r
, ζ =

1
2

log
1 + ρ

1 − ρ
(100)

するとつぎの式が漸近的に成り立つことが知られている。

√
N − 3

(
z − ζ − ρ

2(N − 1)

)
asym.∼ N(0, 1) (101)

この近似は、分布が多変量正規分布の場合に成立するものであり、この仮定が成立しない場合に

は、妥当性を持たない。

また、２変量正規分布についての相関係数の正確な分布の公式は求められているが、かなり複雑

になる。

16 回帰係数の解釈

回帰分析は、得られたデータの見掛け上の関係を分析するものであり、計算の手続きにそれ以上

の意味はない。しかし、多くの場合分析によって推定したいのは、変数間の影響関係である。これ

について検討するには、計算手続きだけでなく、データ取得のプロセスや、変数間に想定される影

響構造についての知識が必要になる。

回帰分析の結果（回帰係数）が説明変数が被説明変数におよぼす影響とは解釈できない場合を考

えてみる。

1. 何らかの観測されない要因があり、これが説明変数と被説明変数の両者に影響をおよぼして
いる場合。

最初にあげた自動車の停止距離のデータにおいて、実験を低速度から高速度に順に行ったと

仮定する。このとき初め路面が濡れており、時間とともに乾燥してきたとする。もし、路面

の状態が観測されていなければ、速度の停止距離に及ぼす影響は、過小評価されるだろう。

2. 分析の対象データが、説明変数と被説明変数の両者の影響を受ける変数によって層別または
選別されたものである場合。

大学入試の合格者について、家計収入と試験の成績の関係を調べるとする。大学の受験の決

定および学力成績に家計収入が影響をおよぼしている可能性は大きい。合格者は、学力と家

計収入の両者について選別されたデータとみなせる。合格者について家計収入と学力の関係

を調べると、同世代全体における関係とはかなり異った傾向をもつ可能性が大きい。

実験においては、条件の割り当ては実験者によって制御され、この割り当ての方法が適切なら他

の要因の影響を受ける可能性は小さい。先の自動車の停止距離の例で考えると、速度は停止距離に

影響を及ぼす要因と関係を持つことがないように、無作為化または事前の計画を用いて設定するこ

とが可能である。特に無作為化を用いる場合には、たとえ未知の要因が存在したとしても、それと

説明変数の関係が断ち切られるので、回帰係数の推定に偏りは生じない。この場合には、回帰係数

を説明変数から被説明変数への影響を表すのものとして解釈することは妥当である。

しかし、社会調査などの実験者による介入を伴わない観察データにおいては、説明変数と被説明

変数の両者に影響を及ぼしている変数は多く考えうる。これらのうちの幾つかは測定されたデータ

の内にあり、説明変数に加えることにより影響を除くことが可能かも知れない。しかしながら、考
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慮すべき変数をすべて列挙しているという保証が存在しない。分析者が、主要な変数をすべて測定

したと考えたとしても、その他に説明変数と被説明変数の両者に影響を及ぼしている変数を見落し

ている可能性を否定できない。このため、観察データへ回帰分析を適用して得られる結果を影響関

係の推定とみなすことは、変数間の影響構造についての明確な知識が予めなければ、困難になる。

17 非線形関係の推定

通常の回帰分析のモデルでは、E(Y |x)が xについての１次式であることを仮定している。しか

し、非線形の関係を求める必要も多い。非線形の関係を推定するためには、回帰分析のモデルを拡

張する必要がある。このための方法としては、パラメトリックな方法とノンパラメトリックな方法

との２つがある。

パラメトリックな方法とは、少数のパラメータで表される関数の集合を考え、この中で最適な関

数関係を与えるパラメータを推定するものである。よく利用されるものに多項式回帰がある。こ

れは

E(Y |x) = β0 + β1x + β2x
2 + · · · + βpx

p (102)

のように、Y の期待値を説明変数の多項式で表すものである。この場合は、通常の重回帰分析と同

じ計算で解を求めることができる。より、複雑な関数関係を仮定する場合には、パラメータの推定

のために非線形の数値最適化を用いる必要がある場合もある。一方、ノンパラメトリック回帰は、

データに適合する関数を滑らかさについての制約を課しつつ推定しようとするものである。一般的

には、推定される関数は少数のパラメータであらわすことができない。

ここでは、パラメトリックなモデルとして多項式より利用しやすい方法であるスプライン回帰

と、ノンパラメトリック回帰手法の一つである lowessとについて紹介する。

17.1 スプライン回帰

多項式は次数をあげれば複雑な関数を表現できるが、実際に用いてみるとかなり扱いづらい特性

をもっている。これは、一部の箇所での変更がそこから離れた箇所での関数の値に影響を与えるた

めである。そこで、より扱いやすい関数の組として工夫されたのがスプライン (spline) 関数であ
る。スプライン関数は、滑らかに接続された区分的な多項式である。一般には、各区間内で 3次式
であらわさる関数を用いることが多く、これは３次スプライン (Cubic spline)と呼ばれる。各区間
内で関数が k次式であらわわれる場合には、区間の端点で関数は k − 1次の微分までが連続になる
ように、つなぎあわされる。多項式が接続される箇所は節点とよばれる。

接点が z1, z2, ..., zm である k次スプライン関数は

β0 + β1x + · · · + βkxk +
m∑

j=1

θj(x − zj)k
+ (103)

とあらわされる。ここで下つきの添字 +は、関数が正の時に式通りの値であり、負のときにはゼ
ロであることを示す。

スプライン回帰は、上の式に現れる各項 (x − zj)k
+ を、各々新たな変数とみなして回帰を行う。

計算は、多項式回帰と同じく線形であるので通常の回帰と同じ手順で可能である。ただし、実際の

計算においては上の形式では数値的に悪条件となることが多いので、理論的に同等でより扱いやす

い Bスプラインと呼ばれる関数の組を用いることが多い。
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図に Bスプライン関数の組の例を示す。左図では、節点は左右の両端と中央の３箇所にある。た
だし、両端においては、k + 1 = 4個の節点が重複している。節点が重複していると、その箇所で
の滑らかさの制約が弱められる。
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図 15: Bスプライン関数の例 (右図は左端で関数がゼロと制約した場合)

17.2 局所回帰 (locally weighted regression; lowess)

この手法はW.S.Clevelandによって開発され、いくつかの統計ソフトウェアに散布図の平滑化
曲線を描く方法として採り入れられている。lowessの計算手順はつぎのようなものである。

1. ∆i(x) = |xi − x|を大きさの順に並べかえて ∆(i)(x)とする。

2. つぎの関数 (Tricube weight function)によって局所的な重みつけを行う。

T (u) =

{
(1 − |u|3)3 for|u| < 1

0 otherwise.
(104)

条件付き期待値を、つぎの局所的な重みづけを用いた回帰によって求める。

wi(x) = T

(
∆i(x)

∆(q)(x)

)
最小化すべき基準と予測式はつぎの２つの式になる。

N∑
i=1

wi(x)(yi − a − bxi)2

ĝ(x) = â + b̂x

3. 上述の局所的な回帰による推定ををつなぎあわせて回帰曲線を求める。

56



さらに Clevelandは、外れ値に対して頑健な回帰を求めるために Bisquare とよばれるつぎの関
数を用いて重みづけの修正 ri を課し、最小化する基準を

N∑
i=1

wi(x)ri(yi − a − bxi)2 .

とすることを提案している。ここで riは、つぎのように求めている。まず、残差の推定値 eiのメ

ディアンを sとする。Bisquare関数はつぎのように定義される。

B(u) =

{
(1 − |u|2)2 for|u| < 1

0 otherwise.
(105)

ここで、ri = B (ei/(6s))と定義する。これにより大きな絶対値を持つ残差の影響が弱められる。
また、この基準を最小化するには、反復計算が必要になる。
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Draper,N.R. & Smith,H. (1998). Applied Regression Analysis, 3rd ed., Wiley. （回帰分析全般に
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Chambers,J.M. & Hastie,T.J. eds. (1992) 柴田里程訳 (1994) Sと統計モデル:データ科学の新し

い波, 共立出版
Cleveland,W.S.(1993). Visualizing Data, Summit,New Jersey:Hobart Press. (loessの開発者によ
る、平滑化を用いたデータ解析例)
Agresti,A. (1996). An Introduction to Categorycal Data Analysis, Wiley. (ロジスティック回帰と
対数線形モデルの解説,邦訳あり)
Hastie,T.J. & Tibshirani,R.J.(1990). Generalized Additive Models, Chapman & Hall. (変数毎に
非線形の変換を求める一般化加法モデルの教科書)
http://www.r-project.org/ S,Splus類似のフリーソフトRのホームページ。英語圏の計算機統
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法モデルなどが使える。
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19 Splusによる回帰分析

Splusを起動する（Unixのコマンドモードで、’Splus -e’）と入力する。
以下は実行例

# データの読み込みとデータフレームの作成 (ヘッダなしの場合）

tb61 <- read.table("tb61.txt",row.names=NULL,

col.names=c("y","x1","x2","x3"))

# 回帰分析の実行

tb61.lm <- lm( y~ x1+x2+x3, data=tb61)

#読み込んだデータの表示

> tb61

y x1 x2 x3

1 33 33 100 14

2 40 47 92 15

3 37 49 135 18

4 27 35 144 12

5 30 46 140 15

6 43 52 101 15

7 34 62 95 14

8 48 23 101 17

9 30 32 98 15

10 38 42 105 14

11 50 31 108 17

12 51 61 85 19

13 30 63 130 19

14 36 40 127 20

15 41 50 109 15

16 42 64 107 16

17 46 56 117 18

18 24 61 100 13

19 35 48 118 18

20 37 28 102 14

# 分析結果の概要の表示

>summary(tb61.lm)

Call: lm(formula = y ~ x1 + x2 + x3, data = tb61)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-10.34 -4.82 0.9897 3.855 7.909
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Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 36.9601 13.0713 2.8276 0.0121

x1 -0.1137 0.1093 -1.0398 0.3139

x2 -0.2280 0.0833 -2.7377 0.0146

x3 1.9577 0.6349 3.0835 0.0071

Residual standard error: 5.956 on 16 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.4805

F-statistic: 4.934 on 3 and 16 degrees of freedom, the p-value is 0.01297

Correlation of Coefficients:

(Intercept) x1 x2

x1 -0.2818

x2 -0.6112 0.0735

x3 -0.5823 -0.2021 -0.1587

> anova(tb61.lm)

Analysis of Variance Table

Response: y

# SASの TYPE I SS に相当

Terms added sequentially (first to last)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

x1 1 3.8179 3.8179 0.107609 0.7471365

x2 1 183.9796 183.9796 5.185601 0.0368595

x3 1 337.3397 337.3397 9.508171 0.0071213

Residuals 16 567.6629 35.4789

20 データの解説と課題

練習問題::
Dobson 表 6.1: ファイル http://www.rd.dnc.ac.jp/~otsu/Toyo2005/DobsonTb61.txt

インシュリン依存性糖尿病の 20名の男性についての、(1)Y :炭水化物、(2)X1:年齢、(3)X2:体重と
(4)X3:蛋白質のデータ。20名の被験者は 6ヵ月間高炭水化物の食事をとっている。変数 Y は、総カ

ロリーのうち炭水化物から得られたカロリーの比率をパーセントであらわしたものである。X1は

被験者の年齢。X2は、理想体重からの相対的肥満度。X3は蛋白質からのカロリーの比率である。

1. 変数 Y を説明変数 X1,X2,X3 の各々に対してプロットし (散布図; scatter plot を描き)、Y

と各説明変数との関係を検討しなさい。

2. モデル
E(Yi) = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3
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をあてはめ、残差を調べてモデルと回帰分析の仮定の妥当性について検討しなさい。

3. つぎのモデルを当てはめ、上のモデルとの比較を行ない、帰無仮説 (null hypothesis) H0:
β1 = 0について検討しなさい。

E(Yi) = β0 + β2xi2 + β3xi3

Dobson 表 6.8: ファイル (準備中) 血清中のコレステロール濃度が年齢とともに増加することは
良く知られている。しかし、体重との関係は明らかではない。ファイル中の変数は (1)血清コレス
テロール (ミリモル/l)、(2)年齢、(3)体重指標 (体重を身長の２乗で割ったもの kg/m2)である。
体重指標が血清コレステロールに影響しているか否かを検討せよ。

課題

自分の関心のあるデータについて、重回帰分析を SAS、Splusなどを用いて行い（各自の使いや
すいものでよい）、分析結果を報告せよ。

専攻、学年、学生番号、氏名をレポート用紙に明記すること。また、データの出典を明らかにす

ること。自分で集めたデータの場合は、実験方法、調査方法を簡潔に解説する。データの特徴（１

変量のヒストグラムや箱ひげ図、散布図などを含んでよい）、問題の背景、分析の方針、モデルの

適合度と診断結果、結果の解釈などについて報告せよ。レポートは短いものであってかまわない

が、読んでよく理解できるものである必要がある。

レポートの項目だての例をあげる。1.はじめに（何を調べようとしているか。問題の背景の解
説。）、2. データ（どのようにして得られたものか）、3.分析（重回帰分析などをどのように適用し
たか。その結果はどのようになったか。）. 4. 結論。

21 回帰分析への補足 (1) AICによるモデル選択

回帰分析の数値例 (人工データ)を用いて AICの説明を行なう。
まず、つぎの式に従うデータを正規乱数を用いて人工的に生成する。

µi = 1 + 0.5xi + 0.5x2
i , (i = 1, ..., 101;xi = −4から 0.08刻みで+ 4まで)

yi = µi + εi

ここで εi は平均ゼロ、標準偏差 4の正規乱数である。
幾つか説明変数を変更して分析を行なった結果、AICはつぎのようになった。

モデル
∑

(ŷi − yi)2 AIC
∑

(ŷi − µi)2

1, x 1892.6 768.1 729.1
1, x, x2 1584.2 752.2 178.8
1, x, x2, x3 1582.7 754.1 180.4
1, x, x2, x3, x4 1555.8 754.3 207.2
1, x, x2, x3, x4, x5 1553.4 756.2 209.6

上の各計算によって得られた推定値 ŷを図 16に示す。図中 1、2などとあるのは、各々1次式に
よる推定値、2次式による推定値などを示す。曲線は µの値であり、記号*は観測データの値であ

る。この例では 2次式から 5次式による回帰にさして大きな違いはないが、AICが最小である 2
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次式による回帰モデルが「真の平均からの残差２乗和」
∑

(ŷi − µi)2の値を最小にしていることが
分かる。

SAS-GLMによる上記データの分析

15:08 Tuesday, June 12, 2001

General Linear Models Procedure

Number of observations in data set = 101

General Linear Models Procedure

Dependent Variable: Y

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F

Model 5 733.73497646 146.74699529 8.97 0.0001

Error 95 1553.43165674 16.35191218

Corrected Total 100 2287.16663320

R-Square C.V. Root MSE Y Mean

0.320805 138.6342 4.0437498 2.9168496

Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F

X 1 394.54800693 394.54800693 24.13 0.0001

X2 1 308.43675236 308.43675236 18.86 0.0001

X3 1 1.52446716 1.52446716 0.09 0.7608

X4 1 26.85284466 26.85284466 1.64 0.2031

X5 1 2.37290537 2.37290537 0.15 0.7041

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F

X 1 6.89243918 6.89243918 0.42 0.5178

X2 1 99.60866737 99.60866737 6.09 0.0154

X3 1 3.15430397 3.15430397 0.19 0.6615

X4 1 26.85284466 26.85284466 1.64 0.2031

X5 1 2.37290537 2.37290537 0.15 0.7041

T for H0: Pr > |T| Std Error of

Parameter Estimate Parameter=0 Estimate

INTERCEPT 0.3824110041 0.51 0.6135 0.75461302

X 0.4904424785 0.65 0.5178 0.75541548

X2 0.7149826718 2.47 0.0154 0.28968848

X3 0.0799270577 0.44 0.6615 0.18198112

X4 -.0254417681 -1.28 0.2031 0.01985347

X5 -.0037298503 -0.38 0.7041 0.00979119

General Linear Models Procedure

Number of observations in data set = 101
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General Linear Models Procedure

Dependent Variable: Y

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F

Model 2 702.98475928 351.49237964 21.74 0.0001

Error 98 1584.18187392 16.16512116

Corrected Total 100 2287.16663320

R-Square C.V. Root MSE Y Mean

0.307361 137.8401 4.0205872 2.9168496

Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F

X 1 394.54800693 394.54800693 24.41 0.0001

X2 1 308.43675236 308.43675236 19.08 0.0001

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F

X 1 394.54800693 394.54800693 24.41 0.0001

X2 1 308.43675236 308.43675236 19.08 0.0001

T for H0: Pr > |T| Std Error of

Parameter Estimate Parameter=0 Estimate

INTERCEPT 0.9627744522 1.60 0.1119 0.60014410

X 0.8474025961 4.94 0.0001 0.17152576

X2 0.3592049865 4.37 0.0001 0.08223350
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図 16: 多項式回帰の結果
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22 分散分析

22.1 １元配置の分散分析

初等統計の教科書では、回帰分析と分散分析は別の手法として、取り扱われることが多いが、X

がダミー変数であることを仮定すると、共通のモデルとして取り扱うことができる。

ここでは、分散分析 (Analysis of Variance, ANOVA)のうち、最も簡単な場合である１元配置
(one-way design)について説明する。回帰分析において説明変数は連続な値をもつもの (身長、
血圧など)であったが、分散分析では離散的な区分が説明変数である。ここで、３種類の教育方法に
よって、生徒の成績に違いがあるか否かを検討することを想定する。３つのクラス j = 1, 2, 3がそ
れぞれ異なる教育方法の対象となっている。クラス jの生徒の成績を yij , (i = 1, , , , Nj ; j = 1, 2, 3)
とする。また N1 + N2 + N3 = N とする。分散分析のモデルは、各クラス毎にデータが独立に同

一の正規分布に従っていることを仮定する。つまり

yij = µj + εij , (i = 1, ..., Nj ; j = 1, 2, 3) (106)

であり、εij ∼ N(0, σ2)である。検討すべき課題は µj , (j = 1, 2, 3)が互いに同一か否かである。
ここで、つぎのような行列をX として想定する。

X =



1 0 0
...

...
...

1 0 0
1 1 0
...

...
...

1 1 0
1 0 1
...

...
...

1 0 1



(107)

最初の列のみが 1である行はN1、1列目と 2列目が 1である行はN2、また 1列目と 3列目が 1で
ある行は N3 回繰り返されているものとする。このX を用い、β = (µ1, µ2 − µ1, µ3 − µ1)T と置

くことにより、分散分析のモデル (106)は、

y = Xβ + ε (108)

と表わされる。ここで、y は y1,1, ..., yN1,1, y1,2, ..., yN2,2, y1,3, ..., yN3,3 と yij の値を縦につないだ

ベクトルである。平均に差があるか否かは、仮説H0 : β2 = µ2 − µ1 = 0および β3 = µ3 − µ1 = 0
を検定すればよい。

上に示した (107)の第 2列と第 3列目は、それぞれの行に対応する yij の値が、第 2群または第
3群に所属する場合に各々1となり、それ以外では 0となる。このように、離散的なカテゴリーへ
の所属を 0 − 1で表す変数をダミー変数 (dummy variable)と呼ぶ。

ここで、１元配置の分散分析モデルについて、(107)とは異なる表現が可能であることを示す。
(107)においては、X の第 1列目は定数項 (すべて 1)を表し、第 2列目と第 3列目は各々第 2グ
ループ (j = 2)と第 3グループ (j = 3)への所属を表すダミー変数であった。このようにして構成
されるX をXaとし対応する回帰係数ベクトルを βa = (βa0, βa2, βa3)T とする。一般的に、分散
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分析などの離散的な説明変数を含む回帰モデル (一般線形モデル)において、説明変数およびそれ
らのダミー変数から構成されるX のことをデザイン行列 (design matrix)と呼ぶ。ここで示そ

うとしていることは、実質上同等なモデルが複数のデザイン行列によって表すことが可能なことで

ある。つぎのような 2つのデザイン行列を想定しよう。

1. X の第 1列は第 1グループへの所属を表すダミー変数とし、第 2列、第 3列をXaと同じも

のとし、これをXb と表す。回帰係数ベクトルは βb = (βb1, βb2, βb3)T である。

2. X の第 1列は定数項、第 2列は第 1グループへの所属を表すダミー変数、第 3列は第 2グ
ループへの所属を表すダミー変数、さらに第 4列は第 3グループへの所属を表すダミー変数
とする。これをXcとする。XcはXbの左側に定数ベクトルを並べたもの、つまり (1|Xb)
である。但し、Xcに対応する回帰係数のベクトルを βc = (βc0, βc1, βc2, βc3)T として、次ぎ

の制約を満たすものとする。

βc1 + βc2 + βc3 = 0 (109)

ここで、Xaによるモデルの表現は、Xcをデザイン行列とし、(109)の代わりに βc1 = 0と制約を
置いたものである。

これら 3つのモデルはいずれも同等なものである。つまり、観測値yに対して、推定値 ŷa = Xaβ̂a

が得られるとすると、つねに ŷa = Xbβ̂b = Xcβ̂c となる β̂b と β̂c が一通りに決まる。これら 3
つのモデルにおいて、推定される β の値は異なるが、推定値と残差 2乗和

∑
(yi − ŷi)2 は同一で

ある。ソフトウェアによっては、互いに異なるデザイン行列の表現を利用している場合がある。

22.2 サンプルが同数の場合

ここで、各群においてサンプルが同数の場合に計算式がどのようなものになるかを検討する。こ

こでは、上に示したデザイン行列Xa を仮定する。各群のサンプル数は N1 = N2 = N3 = nであ

り、N = N1 + N2 + N3 とする。また、第 1群に含まれる観測値の和と平均をそれぞれ y.1,ȳ1とす

る。第 2群、第 3群についても同様である。また全ての観測値の和と平均を y.. および ȳとする。

まず、回帰係数について考えると、β̂ = (XT X)−1XT yである。ここで、

XT y =

 y..

y.2

y.3

 , XT X =

 N n n

n n 0
n 0 n

 (110)

である。後者の逆行列を計算すると、

(XT X)−1 =
1
n

 1 −1 −1
−1 (N − n)/n 1
−1 1 (N − n)/n

 (111)

であり、これより、

β̂ =

 y.1/n

(y.2 − y.1)/n

(y.3 − y.1)/n

 (112)

となる。推定値 ŷij は、Xβ̂であるので、所属する群 j によって値が定まり、第 1群については、
y.1/n = ȳ1、第 2 群については y.2/n = ȳ2、また第 3群については y.3/n = ȳ3 となる。

各群のサンプル数が異なる場合でも、同様に計算することにより、第 j 群についての予測値が

y.j/Nj = ȳj となることが分かる。
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22.3 帰無仮説の表現

回帰分析においては、「幾つかの回帰係数がゼロであること」を帰無仮説として取り上げた。分

散分析のように、ダミー変数を説明変数として持つモデルにおいては、より多様な形式の帰無仮説

を取り扱う必要が多い。次ぎの ANOVAモデルを考える。

yij = µj + εij , (i = 1, ..., Nj ; j = 1, 2, 3) (113)

ここで、通常もっともよく利用される帰無仮説は、µ1 = µ2 = µ3 というものである。デザイン行

列 (13)が設定されているとすると、回帰係数は β1 = µ1, β2 = µ2 −µ1, β3 = µ3 −µ1であり、上の

帰無仮説はH0 : β2 = β3 = 0として表される。 しかし、一般に検定の対象となる帰無仮説は、上
のタイプのものには限らない。例えば、仮説 µ3 −µ2 = 0は、上のデザイン行列では、β3 − β2 = 0
と表現され、ある iについて βi = 0という形式では表現されない。
上にのべた幾つかの帰無仮説はいずれも、回帰係数の (１つまたは複数の)１次式として表され

る。例えば、β2 = β3 = 0という仮説は

QT =

(
0 1 0
0 0 1

)
(114)

とおくと

QT β = 0 (115)

と表記される。一般的に、QT β = ξ のような回帰係数への線形の制約式で表される帰無仮説を、

線形仮説 (linear hypothesis) と呼ぶ。同じデザイン行列のもとで、仮説 β2 − β3 = 0は

QT =
(

0 1 −1
)

(116)

として、QT β = 0として表される。ここで、デザイン行列XN×pの各列ベクトルが１次独立であ

れば、QT がどんなものであろうとQT βの値は、データから一意的に推定できる。ところが、X

の列ベクトルが１次従属の場合、つまり rankX < pの場合には、一つのデータ yについてQT β

の値を一意的に推定できない場合が生じ得る。これを避けるためには、QT の各行ベクトルがX

の行ベクトルの１次結合として表される必要がある。この条件は、

rank

(
X

QT

)
= rankX (117)

と表現される。これはまた、KerX ⊆ KerQT とも表される。この条件が成り立つことを線形仮説

が推定可能 (estimable) であるという。ある線形仮説が推定可能でないということは、指定され

たデザイン行列がその仮説を検定するために適切ではないことを意味する。

ここでは、当面X のランクは pであると仮定する。線形仮説H0 : QT β = ξを検定するために

は、制約下での推定値と制約無しの下での推定値を求め、各々について残差の２乗和を求める。帰

無仮説の制約下での Y の推定値を ŷ0とし、また制約無しの推定値を ŷ1とする。Qのランクを k

とすると、もし帰無仮説が正しいのなら、

∥y − ŷ0∥2 − ∥y − ŷ1∥2 ∼ σ2χ2(k) (118)

である。またこれとは独立な分布として

∥y − ŷ1∥2 ∼ σ2χ2(N − p) (119)
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が得られる。回帰分析における変数選択の場合と同様に、次ぎの F 値が帰無仮説のもとで自由度

(k,N − p)の F 分布に従うことを用いて検定を行なえる。

F =
∥y − ŷ0∥2 − ∥y − ŷ1∥2

∥y − ŷ1∥2
× N − p

k
(120)

22.4 ２元配置の分散分析

分散分析においては、一つの離散値をとる説明変数のことを要因 (または因子)(factor)と呼び、

要因に指定される各々の値を水準 (level)と呼ぶ。前節では実験が１要因の場合を考えたが、分散

分析がその本領を発揮するのは、むしろ複数の要因が存在する場合である。

第 1番目の要因 Aが水準 A1, A2, .., AJ を持ち、第 2番目の要因 B が水準 B1, ..., BK を持つも

のとする。被説明変数は Y であり、この観測値は yi,j,k, i = 1, ..., Njk とする。ここで、添字 i, j, k

は、実験条件 (Aj , Bk)における i番目の測定値であることを表す。これらの要因を考慮して、被説

明変数 yを説明する構造をどのように考えたら良いであろうか。一番単純なモデルは、どちらの要

因も yには影響を与えず定数項のみを説明変数とするモデルである。これはつぎの式で表される。

Yi,j,k = µ0 + εi,j,k , (i = 1, .., Nj,k; j = 1, .., J ; k = 1, ..,K) (121)

この次ぎに考えるべきモデルは、要因 Aのみ、または要因 Bのみによって説明されるモデルであ

る。これは

Yi,j,k = µ0 + µAj + εi,j,k (122)

Yi,j,k = µ0 + µBk + εi,j,k (123)

として表される。ここで、
∑

j µAj = 0、および
∑

k µBk = 0の制約が与えられているものとする
(これらの制約がないとパラメータの一意性が失われる)。もう少し複雑なモデルは、要因Aと要因

B の両者が関係するものであり、

Yi,j,k = µ0 + µAj + µBk + εi,j,k (124)

である。ここでも、µAj と µBkには前と同様の制約を加える。ここまで述べて来た説明変数によっ

て説明される成分を主効果 (main effect)と呼ぶ。主効果は一つの要因のみに関連するダミー変

数で説明される成分である。

２元配置の場合、もっとも複雑なモデルは J ×K の各セル毎に平均が異なるというものである。

単純な記述を用いると

Yi,j,k = µAjBk + εi,j,k (125)

である。しかし、多くの場合は上に示したモデルとの比較を行なうので、そのために利用しやすい

形を用いて、

Yi,j,k = µ0 + µAj + µBk + µAjBk + εi,j,k (126)

と表現する。これは (125)と同等のモデルである。ただし、主効果には前と同様の制約をおき、ま
た µAjBk の部分 (交互作用項 (interaction term))には、つぎのような制約を置く。

J∑
j=1

µAjBk = 0 , (k = 1, ...,K) (127)

K∑
k=1

µAjBk = 0 , (j = 1, ..., J) (128)
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このような単純なものから複雑なものに至るモデルの系列を用いて、データの分析を行なうこと

により、どの要因が Y に影響をどの程度与えているかの検討を行なうことができる。

22.5 分散分析表

分散分析の検定は、現在ではコンピュータを用いて容易に計算が可能であるが、かっては手計算

で結果を導いていた。バランスのとれた（サンプル数が各水準で均等な）実験計画の例が強調され

るのは、それが水準間の差を検出するのに有利であるのと、手計算が容易であるためである。

分散分析での F 検定は、水準間の分散と水準内の分散との比を用いて計算するが、これらをわ

かりやすくまとめた表を分散分析表 (ANOVA table)と呼ぶ。これらの表の構成要素は、バラン

スのとれた実験計画においては、２元配置の場合にも簡単な計算で求まるが、それ以外の場合には

一般的には連立方程式を解かなければならない。１元配置の分散分析について、つぎのような公

式がなりたつ。ここで yij は第 j 群に含まれる i番目のデータである。また ȳj は第 j 群の nj 個の

データの平均、ȳはデータ全体の平均である。また
∑

nj = N とする。

J∑
j=1

nj∑
i=1

(yij − ȳ)2 =
J∑

j=1

nj∑
i=1

(yij − ȳj)2 +
J∑

j=1

nj(ȳj − ȳ)2 (129)

帰無仮説の仮定のもとで、上の式の左辺は自由度 (N − 1)の χ2 分布の σ2 倍に従う。また、右辺

第 1項は、自由度 (N − J)の χ2分布の σ2倍に従い、さらに第 2項は、自由度 (J − 1)の χ2分布

の σ2 倍に従う。

１元配置の分散分析表は表 15のようになる。

表 15: １元配置の分散分析表

自由度 (df) SS MS = SS/df

級間残差２乗和 J − 1
∑J

j=1 nj(ȳj − ȳ)2

級内残差２乗和 N − J
∑J

j=1

∑nj

i=1(yij − ȳj)2

全体の残差２乗和 N − 1
∑J

j=1

∑nj

i=1(yij − ȳ)2

２元配置の場合は、一般的には簡単な式にはならないが、各セルにおけるデータの個数が等しい

場合には、つぎのような分散分析表 (表 16)が得られる。ただし、要因 Aj ×Bk に対応するデータ

は yijk, i = 1, ..., njk とする。ここで njk = n(一定)を仮定しているので、nj. = N/J = Knであ

り、また n.k = N/K であることに注意。

22.6 ２元配置分散分析の意義

２つの要因AとBがある実験の場合、Aの効果を測るにはAについての１元配置を考えれば十

分であるように思われる。しかし、これではつぎの２つの問題が生じる可能性がある。

ひとつは、Aの各水準に対応するサンプルのなかに、かなり異質なものが含まれることである。

つまり、A1 の水準に対応するサンプルの中には、A1B1, A1B2...など要因 B について水準の異な

るものが含まれる。もし、要因 B の効果が大きいのなら、Aの一つの水準の中のサンプルの分散
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表 16: ２元配置の分散分析表 (同数サンプル)
njk ≡ n (各セル同数の場合)、総数N = J × K × n

自由度 (df) SS MS = SS/df

要因 A J − 1
∑J

j=1 Kn(ȳj. − ȳ)2

要因 B K − 1
∑K

k=1 Jn(ȳ.k − ȳ)2

交互作用 (J − 1)(K − 1)
∑J

j=1

∑K
k=1 n(ȳjk − ȳj. − ȳ.k + ȳ)2

残差 N − J × K 全体からの引き算で求める

全体 N − 1
∑J

j=1

∑K
k=1

∑n
i=1(yijk − ȳ)2

も大きなものになる。分散分析における F 検定は、級間の分散を級内分散 (残差分散)で割った値
を用いる。Aの一つの水準内の分散が大きくなるということは、F 値の分母の値が大きくなること

を意味する。これは検定が有意になりづらい、つまり Aによる効果を検出しづらくなるというこ

とである。２元配置の分散分析は要因Aと要因Bの効果を同時に測定する。これを要因Aの効果

の測定という側面からみるならば、要因 B の効果を除いたものについて、Aの効果があるかどう

かを検討していることになる。この場合、Aの各水準における級内分散は小さくなるので、１元配

置での分析を行なう場合より、敏感に差の存在を検出できる。

これと類似の状況が、対応のない場合の t検定と対応のある場合の t検定についても生じる。対

応のない場合は、要因 Aだけを考えることに相当し、対応のある場合の検定は、各対が Bの水準

に相当していると考えればよい。

もうひとつは、サンプル数の不均等から生じる問題である。もし、A1 においては B2 に対応す

るサンプルが多く、A2においてはB1のサンプルが多いとすると、A1における従属変数 Y の傾向

と A2における傾向の違いは、本当にA1と A2の効果の違いのせいなのか、あるいはB2と B1の

違いによるものなのか判定がつかない。

Aと Bの両者の効果を者の効果を含むモデルを考慮すると、Aと Bの効果を各々測定すること

ができる。もちろん、この場合サンプル数がバランスしている場合に比べると推定の精度は落ち

る。デザイン行列をX とし、第 1 列を定数項 (要素は全て 1)、第 2列は A1 に対応するダミー変

数、第 3列は B1 に対応するダミー変数とするとつぎのような式が得られる。

XXT =

 N n1. n.1

n1. n1. n11

n.1 n11 n.1

 (130)

ここで、C = (XXT )−1 とすると、Var(β̂) = σ2C である。

(n11, n12, n21, n22) = (5, 5, 5, 5)とすると、Var(β̂2) = Var(β̂3) = σ2/5であるが、(n11, n12, n21, n22) =
(2, 8, 8, 2)とすると、Var(β̂2) = Var(β̂3) = 5σ2/16 である。
２元の分散分析がしばしば利用されるもう一つのパターンは、２つの要因の主効果が存在するこ

とは前提として、交互作用項が有意であるかどうかを検討するケースである。例えば、要因 Aを

刺激の種類とし、要因 B を教示、測定データは反応時間であるとする。刺激によって平均反応時

間は異なり、また教示によっても異なることは分かっているものとする。ここで、教示を変更する

ことにより、刺激への反応速度のパターンが変わるか否かを検討するとしよう。つまり、刺激の種
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類により、反応が早くなる（傾向のある）教示が異なるかどうかを検討することである。このため

には、主効果と交互作用項を含む分散分析モデルをあてはめ、交互作用項が有意であるかを検討す

ればよい。

このような利点があるとすれば、常に複数の要因をモデルに含めるべきであろうか。データが大

量に利用できるならば、この方針は正しい。しかし多くの場合、利用可能なデータの量には制限

があり、このため要因 Aの差を検出するために他の要因をモデルに含めるべきか否かは、微妙な

問題となることもある。モデルに含める要因を増やすことに伴う問題は、残差の自由度が減少す

ることである。Aの効果を仮説検定するための F 値の分母は、残差を自由度で割ったものであり、

σ2χ2
k/kに従う。ここで kは自由度であるが、kが小さいと推定される値の相対誤差は大きくなる。

このため、不要な要因をモデルに含めると、却って検出力を減少させることになってしまう場合が

ある。また、残差の正規性からのズレが検定に及ぼす影響も大きくなる。これは、重回帰分析にお

いて説明変数をどのように選択すべきかということと同種の問題である。分散分析における F 検

定は、このような問題に対応するための一つの方法である。つまり、要因 Aの主効果を検出する

ために、要因 Bの主効果が有意であればこれをモデルに取り込み、そうでなければAのみをモデ

ルに含める。このような方法によって、Aの効果を敏感に検出しようとするものである。

23 SASとSplusによる分散分析

以下のデータは Dobsonの教科書の表 7.1からとったものであり、３つの異なる条件下での作物
の収量を表している。このデータを対象にして、実験区分を要因 (説明変数)とする１元配置の分
散分析を行なう。この実験においては要因数は１であり水準の数が３である。

表 17: Dobson 表 7.1 作物の収量

実験区分 データ

1(対照群) 4.17 5.58 5.18 6.11 4.50 4.61 5.17 4.53 5.33 5.14

2(処理 A) 4.81 4.17 4.41 3.59 5.87 3.83 6.03 4.89 4.32 4.69

3(処理 B) 6.31 5.12 5.54 5.50 5.37 5.29 4.92 6.15 5.80 5.26

23.1 データの記入法

１列目が要因、２列目が反応値とする。SASの入力法を工夫すれば色々な形式が可能であるが、
このようなものが無難である。要因または説明変数が複数ある場合には、回帰分析の場合と同様に

１行の中に並べる。変数の順番は input文との対応がつけば、どのようであっても構わない。

1 4.17

1 5.58

1 5.18

....

2 4.81
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2 4.17

....

3 6.31

3 5.12

3 5.54

3 5.50

23.2 プログラミング例

options linesize=80;

data tb71;

infile ’tb7_1.dat’;

input tr resp;

proc print data=tb71; % 確認のための表示

proc glm data=tb71;

class tr; % 重回帰の場合と違うのはここ。

model resp = tr;

run;

注意事項

• 離散的な説明変数 (要因)については、GLMプロシジャのなかで、modelステートメントの

前に、classステートメントで宣言を行なう。

• 文字変数を入力する場合には、dataステップの input文において、変数名のあとに$マーク
を付ける。

23.3 例題データの所在

ディレクトリ

http://www.rd.dnc.ac.jp/~otsu/lecture/cl14a0/Dobson の中に、tb7_1.dat, tb7_4.dat,
tb7_8.dat として、表 7.1、表 7.4、表 7.8 のデータがある。これらを自分のディレクトリにコピー
して、それぞれ分析をおこなってみる。まず、最初にデータの形式を確認すること。SASでは表
7.1については、上の例で実行できる。
表 7.4は 2要因 (3× 2水準)で、各条件について 2件づつデータが観測されている (人工データ)。

第 1番目と 2番目の変数が要因を表す文字コードであり、3番目の変数が観測値である。表 7.4に
おいて、交互作用項を指定するには model y = a b a*b; の様に指定する。ここで a b は主効

果を表し、a*bが交互作用項を表す。

表 7.8はアチーブメントスコアのデータであり (出典Winer,1971)、1番目の変数 Aが 3水準の
実験要因 (訓練法)、2番目の変数 yがスコア (得点)、3番目の変数 xは訓練開始前の測定された適

性検査のスコアである。訓練法 Aと適性検査スコア xを説明変数とし、y を被説明変数とするモ

デルを設定し分析を試みなさい。
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23.4 SASによる分散分析 (２元配置)

つぎのような２元配置のデータを考える (Dobson,表 7.4)。

２元配置のデータ (Dobson 表 7.4)
要因 B

要因 A B1 B2

A1 6.8 6.6 5.3 6.1
A2 7.5 7.4 7.2 6.5
A3 7.8 9.1 8.8 9.1

このようなデータはつぎのようにしてファイルに記入する。

a1 b1 6.8

a1 b1 6.6

a1 b2 5.3

a1 b2 6.1

a2 b1 7.5

a2 b1 7.4

a2 b2 7.2

a2 b2 6.5

a3 b1 7.8

a3 b1 9.1

a3 b2 8.8

a3 b2 9.1

交互作用まで含めたモデルを当てはめる場合には、つぎのような SASプログラムで分析すれば
よい。

options linesize=80;

data tb74;

infile ’tb7_4.dat’;

input a$ b$ y;

proc print data=tb74;

proc glm data=tb74 ;

class a b;

model y = a b a*b /solution ss1 ss2 ss3;

run;

出力についての注意

1. この例では TypeI の SSと Type II, Type III の SSとがすべて同一になっているが、これは
各セルのデータ数が同一でバランスしているためである。一般的には同じにはならない。

2. Type II の SSは、その要因を削除した場合の残差２乗和の増加量である。

3. 重回帰分析の場合には、Type III の SSと Type IIの SSは同一のものである。
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4. 分散分析 (データの個数がバランスしない場合)には Type IIの SSと Type IIIの SSとは必
ずしも一致しない。

5. Type III の SSの意味は、マニュアルの解説によるといささか複雑であり、単に該当する要
因を除いた場合の残差２乗和の減少分ではない。該当する要因に関わるより高次の交互作用

項への影響も考慮した統計量となっている。SASのGLMプロシジャでは、TypeI、II、III、
IVの 4種の検定統計量が出力できるが、これらの用語が一般的にどれだけ用いられているも
のであるかは、良く分からない。

6. modelステートメントのオプション solutionは、個別の水準に対応するパラメータの推定

値を表示する指定である。

SASによる２元配置分散分析の出力例

General Linear Models Procedure

Class Level Information

Class Levels Values

A 3 a1 a2 a3

B 2 b1 b2

Number of observations in data set = 12

SAS システム 3

13:28 Thursday, May 27, 1999

General Linear Models Procedure

Dependent Variable: Y

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F

Model 5 14.35000000 2.87000000 11.64 0.0048

Error 6 1.48000000 0.24666667

Corrected Total 11 15.83000000

R-Square C.V. Root MSE Y Mean

0.906507 6.757217 0.4966555 7.3500000

Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F

A 2 12.74000000 6.37000000 25.82 0.0011

B 1 0.40333333 0.40333333 1.64 0.2482

A*B 2 1.20666667 0.60333333 2.45 0.1672

Source DF Type II SS Mean Square F Value Pr > F

A 2 12.74000000 6.37000000 25.82 0.0011

B 1 0.40333333 0.40333333 1.64 0.2482
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A*B 2 1.20666667 0.60333333 2.45 0.1672

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F

A 2 12.74000000 6.37000000 25.82 0.0011

B 1 0.40333333 0.40333333 1.64 0.2482

A*B 2 1.20666667 0.60333333 2.45 0.1672

T for H0: Pr > |T| Std Error of

Parameter Estimate Parameter=0 Estimate

INTERCEPT 8.950000000 B 25.48 0.0001 0.35118846

A a1 -3.250000000 B -6.54 0.0006 0.49665548

a2 -2.100000000 B -4.23 0.0055 0.49665548

a3 0.000000000 B . . .

B b1 -0.500000000 B -1.01 0.3529 0.49665548

b2 0.000000000 B . . .

A*B a1 b1 1.500000000 B 2.14 0.0766 0.70237692

a1 b2 0.000000000 B . . .

a2 b1 1.100000000 B 1.57 0.1684 0.70237692

a2 b2 0.000000000 B . . .

a3 b1 0.000000000 B . . .

a3 b2 0.000000000 B . . .

NOTE: The X’X matrix has been found to be singular and a generalized inverse

was used to solve the normal equations. Estimates followed by the

letter ’B’ are biased, and are not unique estimators of the parameters.

23.5 Splusによる分析

23.5.1 １元配置 (Dobson 表 7.1)

データの入力はつぎのようにおこなう。

> tb71 <- read.table("tb7_1.dat", col.names=c("condition","yield"),

row.names=NULL)

> tb71$condition <- as.factor(tb71$condition)

分散分析の実行には関数 aovを用いる。結果（分散分析表）を表示するには、関数 anovaを用

いる。

> tb71.aov <- aov(yield ~ condition, data=tb71)

> anova(tb71.aov)

Analysis of Variance Table

Response: yield

Terms added sequentially (first to last)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

condition 2 3.76634 1.883170 4.846088 0.01590996

Residuals 27 10.49209 0.388596

パラメータ（係数 β）の推定値は、coefによって表示される。ここで、condition1,condition2
と表示されているのは、もとのカテゴリーそのものには対応せず、対比 (contrast)とよばれる形
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式に変換されたものである。これら、もとの要因の水準とどのような関係にあるかは、計算結果の

contrasts要素を表示することによって知ることができる。つぎの例で contitionの 3つの水準
に対応するダミー変数を C1、C2、C3と表記すると、Splusの変数 condition1は−C1 + C2に対

応し、condition2は −C1 − C2 + 2C3 に対応していることが分かる。

> tb71.aov$contrasts

$condition:

[,1] [,2] # 1列が contrast1, 2列が contrast2

1 -1 -1 # 行は入力されたデータの水準

2 1 -1

3 0 2

> anova(tb71.aov)

Analysis of Variance Table

Response: yield

Terms added sequentially (first to last)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

condition 2 3.76634 1.883170 4.846088 0.01590996

Residuals 27 10.49209 0.388596

> coef(tb71.aov)

(Intercept) condition1 condition2

5.073 -0.1855 0.2265

23.5.2 ２元配置 (Dobson 表 7.4)

以下で利用しているデータファイル tb7_4.datはつぎの箇所にある。

http://www.rd.dnc.ac.jp/~otsu/lecture/Dobson

# データの読み込み

> tb74 <- read.table("tb7_4.dat",col.names=c("A","B","Y"))

> tb74

A B Y

1 a1 b1 6.8

2 a1 b1 6.6

3 a1 b2 5.3

4 a1 b2 6.1

5 a2 b1 7.5

6 a2 b1 7.4

7 a2 b2 7.2

8 a2 b2 6.5

9 a3 b1 7.8

10 a3 b1 9.1

11 a3 b2 8.8

12 a3 b2 9.1
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> is.factor(tb74$A) # 文字データは要因として扱われる。

[1] T

> is.factor(tb74$B)

[1] T

数値変数を離散値をとる要因として取扱う場合には、

> tb74$A <- as.factor(tb74$A)

のように、関数 as.factorによって明示的に変数の属性を変更する。(上の例では read.tableで

入力された時点で要因となっているので、変化はしない)。
各要因について水準別の平均をグラフで確認することができる。

> X11()

> plot.design(tb74) # 水準毎の平均を表示

> plot.factor(tb74) # 各要因 (離散変数)毎に水準別の箱ひげ図

分散分析を実行し、その結果を保存するには関数 aov を用いる。分散分析表を出力するには

summaryまたは anova を用いる。

> tb74.aov <- aov(Y ~ A*B,data=tb74) # 主効果+交互作用

> tb74.aov

Call:

aov(formula = Y ~ A * B, data = tb74)

Terms:

A B A:B Residuals

Sum of Squares 12.74000 0.40333 1.20667 1.48000

Deg. of Freedom 2 1 2 6

Residual standard error: 0.4966555

Estimated effects are balanced

> summary(tb74.aov)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

A 2 12.74000 6.370000 25.82432 0.0011274

B 1 0.40333 0.403333 1.63514 0.2482245

A:B 2 1.20667 0.603333 2.44595 0.1671644

Residuals 6 1.48000 0.246667

もし主効果のみのモデルを当てはめるのなら、

tb74.aov <- aov(Y ~ A + B,data=tb74)

と記述する。また、Aのみの主効果を考えるのなら

tb74.aov <- aov(Y ~ A,data=tb74)

と指定する。

分散分析の結果得られる各水準 (および交互作用項)の対比 (contrast)に対応する係数は、関数
coefによって表示される。
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> coef(tb74.aov)

(Intercept) A1 A2 B A1B A2B

7.35 0.475 0.675 -0.1833333 0.1 0.2166667

>

> coef(tb74.aov)["A1"] # 水準名または番号を指定できる。

A1

0.475

対比の内容は計算結果の contrastsというリスト要素に含まれている。

> tb74.aov$contrasts

$A:

[,1] [,2]

a1 -1 -1

a2 1 -1

a3 0 2

$B:

[,1]

b1 -1

b2 1

関数 lmの場合と同様に、plot(tb74.aov)と指定すると、適切なグラフを表示する。また、関数

fitted.values、residuals を適用できる。

説明変数に離散的な変数 (分散分析における要因)と連続変数が混在する場合の線形モデルによ
る分析を共分散分析 (Analysis of Covariance,ANCOVA)と呼ぶ。tb7_8.datの分析を行な

いなさい。

課題 ファイルの各列には 3つの変数が含まれている。第 1列は実験条件 (3水準)であり、教育方
法を示す。第 2列はアチーブメントテストの点数であり、これが被説明変数。第 3列は授業 (実験)
の開始前に行なった適性試験の得点である。第 1 列と第 3列を説明変数とし、第２変数を被説明変
数として、分析を行ないなさい。(SASでは GLMで一部の変数について class宣言を行う。Splus
では関数 lmを用いて分析を行う。一部の変数を関数 factorを用いて、要因としての属性を与え

ておく。

24 多重比較 (multiple comparison)

1元配置の分散分析において、F 検定を用いて検討されることは、帰無仮説H0 : µ1 = µ2 · · · = µJ

である。もし、F 値が顕著に大きいなら、これが棄却され、いずれかの (µj1, µj2)の組において、
µj1 ̸= µj2であるはずである。ところが、F 検定自体はどの部分の平均が異なっているとみなされ

るかについては何も示さない。単純に考えると、各 (µj1, µj2)について、個別に t検定または F 検

定を行なえば違いのある箇所を発見できるはずである。しかし、これでは若干問題が生じてしま

う。問題が生じるのは、複数の検定を繰り返し行なうためである。もし、各々の検定の有意水準が

αであるとすると、K 回検定を繰り返して少くともそのうち 1つが有意になる確率は、αより遥か

に大きくなる。
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ここで、α = 0.05であり、10回検定を行なうとしよう。さらに各検定は統計的に独立であると仮
定する (実際には、各検定統計量は互いに関係し合っているので独立であることはないが、ここで
は簡単のためこのような仮定を置く)。10回の検定がすべて棄却されない確率は (1 − α)10 ≅ 0.60
である。つまり、帰無仮説の仮定の下で 10回の検定のうち少くとも 1回が有意になる確率は約 40
パーセントになる。つまり複数の検定を同時に取り扱う場合には、有意水準を割り引いて考える必

要がある。このように複数の群の比較を同時に行なう方法は、多重比較と呼ばれる。

表 18は、3水準および 5水準の 1元配置の分散分析をシミュレートした結果である。各実験条
件におけるデータの個数を 5個とし、で各水準の組合せについて両側 5%の有意水準で t検定を行

なった。データは帰無仮説 µ1 = · · · = µp に基づいて生成した。各々の条件について 1万回 (分散
分析を)繰り返した。

表 18: t検定への多重性の影響 (1万回中)

水準 F 検定が有意 有意差の認められた対の数 1対以上の t検定が有意

1 2 3 4 5 6 7 合計

3 505 838 330 4 1172
5 484 1290 726 333 199 27 29 2 2606

多重比較のために非常に多くの検定方式が提案されているが、ここでは 4つの方法について述
べる。

24.0.3 ボンフェローニ (Bonferroni)の不等式

各検定に対応する検定統計量 (t値や F 値など)を Zk とし、その棄却域を Rk とする。k番目の

検定において、帰無仮説が棄却されるのは Zk ∈ Rk であるとき、つまり Zk がRk の範囲に入る場

合である。 ここで、少くとも一つの検定が有意になる確率は

P1 = Pr(Z1 ∈ R1 ∪ Z2 ∈ R2 ∪ · · ·ZK ∈ RK) (131)

と表される。確率論の一般的な公式 (Bonferroniの不等式)から、

P1 ≤
K∑

k=1

Pr(Zk ∈ Rk) (132)

である。つまり各々の検定の有意水準が α/K 以下であれば、すべての検定において少くとも一つ

が有意になる確率は α以下である。

この性質は単純で分かりやすいが、多くの場合にあまりにも棄却の条件が厳しすぎる (検出力が
低い）ことになる。

24.0.4 Fisherの LSD法

R.A.Fisherによって提案された方法である (least significant difference procedure)。つぎのよう
な手順をとる。

1. 以下の全ての検定を有意水準 αで行う。
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2. 「群間には差がない」という帰無仮説を一元配置分散分析の F 検定で検定する。

3. もし、分散分析の有意差がなければ終り。

4. 分散分析で有意な差が認められたなら、必要な群の組み合わせについて、2群の平均の差の
t検定を行う。

以上の手続きでは、最初に F 検定をおこなっているので、最終的に有意な結果が得られる確率は、

帰無仮説の下では αより必ず小さくなる。この手順は単純であり広く使われている。

24.0.5 Schefféの方法

1 元配置の分散分析において、p 個の水準の比較を行う場合を想定する。デザイン行列 X は

β1 = µ1, ...βp = µp となるように設定されているものとし、つぎのような線形仮説を考える。

d = a1β1 + · · · + apβp = 0 (133)

ただしここで、a1 + · · · + ap = 0とする。このような線形仮説のことを対比 (contrast)という。

2水準の同等性の比較 (β1 − β2 = 0) などは対比の例である。さらにここで、各水準のサンプル数
は等しく nであり、また ∥a∥ = 1との仮定を置く。ここで、誤差の分散を σ2と仮定し、対比がゼ

ロ (d = 0)であるという帰無仮説を検討する。ただし、個別の対比を考えるのではなく、すべての
対比を同時に考える。この方法は Schefféの多重比較と呼ばれる。
基本的な方針はつぎのようなものである。対比を検討するための統計量は

d̂ = a1β̂1 + · · · + apβ̂p (134)

である。個別に仮説を検討するならば
√

nd̂/σ̂ が t分布に従うことを用いて検定を行えばよい。こ

こで、σ̂は残差から求められる誤差分散の不偏推定量である。上に示した d̂の値は、aの示す方向

について、βが原点からどれだけ離れているかを示すものである。

すべての対比を同時に考えるためには、個別の d̂ではなく、β の同時信頼区間（領域）を考え

る。つまり Pr(β ∈ D)の確率が、1 − α となる領域 Dを求める。ただし、この際 Dの形はすべ

ての対比の方向について対称とし、対比と無関係な方向については制約を与えないことにする。対

比がゼロであるという帰無仮説 da = 0は、βの全体をあらわす空間のなかでは、原点を通る p− 1
次元の部分空間（超平面）としてあらわされる。そして領域 Dがこの超平面と重なっていなけれ

ば、da = 0が棄却されることにする。このような方針をとれば、信頼区間 (実際には多次元領域で
ある) は 1つ求められるだけなので有意水準が不適切になることはない。
制約を満たす対比の中で最大の絶対値を与えるものを d̂maxとすると、帰無仮説のもとで次の分

布に従うことが分かる。

d̂2
max/σ̂2 ∼ (p − 1)F (p − 1, p(n − 1)) (135)

そこで、F 分布の表を用いて、 d̂2
a/(σ̂2(p − 1))が自由度 {p − 1, p(n − 1)}の F 分布の 1 − α点よ

り大きければ、この仮説を棄却する。

24.0.6 Tukeyの方法

Schefféの方法はすべての対比を考慮したが、βi − βj という型の仮説に対比を限定すれば、検出

力をあげることが (つまり差に敏感にすることが)できる。Tukeyの多重比較の方法は帰無仮説の
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もとでの Student化された範囲 (Studentized range)

maxi,j{
√

n|β̂i − β̂j |}
σ̂

(136)

の分布を求め、この値が大きくなる対比を有意とみなすものである。この方法は Schefféの方法よ
り検出力が高いので、しばしば利用されている。

25 因果関係は統計で分かるか?

25.1 無作為化の意義

t検定や分散分析を行なって要因の効果を推定する場合、重要な前提はサンプルが各水準にラン

ダムに割り当てられているということである。もし、何らかの意図的な操作によって、サンプルの

割り当てを行なうならば、推定される実験の効果は誤った値であるかも知れない。例えば、英語教

育法の効果を測定する実験を計画する場合を考えよう。教育法の要因を Aとし、実施する方法に

より A1と A2の 2種のクラス編成を行なうこととする。クラスへの生徒の割り当てが無作為に行
なわれるならば、教育実施後の成績 Y の平均を比較することにより、A1とA22つの方法の効果に
ついて正しく推定を行なうことができる。しかし、入学時の英語の成績を X1 とし、X1 にもとづ

いて成績優秀者を A1 に割り当てたなら、教育法の効果を正しく測定することはできない。

1954年にアメリカで行なわれたソーク・ポリオワクチンの臨床試験は観察研究と無作為化の比
較例として歴史的に有名である (Meier,1989)。
実験の対象となった地域は 2つの群に類別され、第 1群では観察対照法が、第 2群では偽薬を用

いた 2重マスク試験 (2重盲検法)が採用された。つまり、第 1群においては、2年目の生徒にのみ
ワクチンが接種され、1年目と 3年目には接種されない。ただし接種の対象となるのは希望した生
徒たちである。第 2群においては、同様に希望者が実験の対象となるが、そのうち無作為に選ばれ
た半数にはワクチンが投与され、残りの半数には生理食塩水が投与される。生徒当人も親も、また

後にポリオ発病の診断にあたる医師も生徒が実際にワクチンを投与されたのか偽薬を投与された

のかは知らない。ポリオの発病は、衛生的で裕福な環境の子供に多い。また、実験への参加者は、

非参加者に比べ親の教育水準が高く裕福であり、また学校の欠席率が高いことが後に分かった。実

験の結果、ワクチンは特に麻痺性のポリオに顕著な効果のあることが確認された。ワクチンの効果

は第 1群でも、第２群でもほぼ同等に認められた。また発病率に参加者バイアスが存在することも
確認された。

この実験手続き、特に第 2群において真剣な努力の対象となっていることは、ポリオの発病とワ
クチンの投与の両者に同時に影響を与える要因を極力排除するということである。上の例では、た

またま 2つの場合で効果の差がさほど表れていないが、一般的にはもし両者に影響を与える未知の
変数が存在すれば、ワクチンの効果を正確に評価することはできない。無作為化は、たとえ未知の

変数が存在したとしても、ワクチンの投与への影響を断ち切る。第 1群と比べて第 2群の実験が優
れているのは、この影響の遮断が完全だからである。

ここに述べた問題は、回帰モデルの利用全般に関係する。もう一つ仮想的な例を考えて見よう。

選挙の投票率を研究することを目的に、調査を行なう場合を想定する。被験者の属性として、年収

の対数X1、性別X2(男 0, 女 1)、年齢X3を調べ、選挙で投票するか否かを Y とし、回帰分析 (Y
が 0− 1変数であるので、後述するロジスティック回帰を使う法がよいが)を行なう。分析の結果、

E(Y |X) = β̂0 + β̂1X1 + β̂2X2 + β̂3X3 (137)
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という回帰式が推定されたものとする (図 17)。ここで、β̂1の意味はどのように解釈できるだろう

か。普通、教科書には「X1 が 1単位増加したとき、Y がどれだけ増加するかを意味する」という趣

旨のことが書いてある。この場合、そのような解釈 (年収が 1割増加とすると投票率が (log 1.1×β1)
だけ増加する)は可能だろうか。このような解釈が可能になるためには、X1と Y とに同時に影響

を与えている未測定の変数 (図 17の U)が存在しないことが必要である。例えば、学歴が年収X1

と投票率 Y の両者に影響を及ぼしているにも係わらす、説明変数として用いられていない場合に

は、β̂1 は学歴の影響をも含んだ値になる。この場合、回帰式は変数間の関係の記述としての意味

はあるし、また予測のための道具としても有効であるが、影響関係の推定として解釈することは困

難である。

もし、年収が本当に投票率にどのような影響を及ぼしているかを厳密に測定しようとするなら、

被験者の年収をくじ引きで決定し (被験者 1の年収は 400万、被験者 2は 500万などのように収入
をさだめ実際に支給する)、その上で調査を行なう必要がある。このような実験は現実には不可能
であるが、年収のもつ効果を厳密に測定しようとするなら、このような方法を取らざるを得ない。

この場合、学歴が未測定であったとしても、学歴と年収とは無関係になるので、推定された回帰係

数 β̂1 が学歴 (やその他の未知・既知両方の要因)の影響を受けることはない (図 18)。
ある変数に実験者が介入し無作為化するということは、観察によって受動的に得られるデータと

は、本質的に分布の異なるデータが得られるということである。介入を受ける変数 (X1)の値は、
実験者によって制御されているため、他の変数の値の影響を受けない。もし、X2 がX1 に影響を

及ぼしているのならば、X2 から X1 への影響は実験を行なう場合には存在しなくなる (図には示
していない)。また、実験者にとって未知の変数 U がX1と Y の両者に影響を及ぼしていたとして

も、U から X1 への影響は存在しなくなる。一方、X1 がX2 に影響を及ぼしている場合には、実

験下であっても X1 と X2 との関係は、観察データの場合と変わらない。これは、X1 の値が変わ

ることによって Y が被る影響が、X1の値が無作為化によって定められている状況では正しく推定

されうることを意味する。

しかし、現実には実験が不可能である場合は多い。無作為化実験を行なわずに、X1の Y への影

響を正確に評価するためには、X1 と Y とに同時に影響を与える主要な要因 (変数)をすべて観測
する必要がある。もし、これが可能であるなら、これらの変数を全てモデルに取り込んだ上で、β1

の評価 (および間接的な影響の評価)を行なうことにより、X1の Y に及ぼす直接・間接の影響を評

価することが可能である。調査データの分析の多くは、このような方針のもとで行なわれている。

しかしながら、実際にこのような条件を実現するのは、かなり難しい。関係のありそうな要因をす

べて測定したつもりであっても、実は未知の要因が影響を及ぼしている危険は常に存在する。
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図 17: 回帰分析の概念
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図 18: 無作為化の役割

82



26 StatLabsデータ: 母親の喫煙と新生児体重

26.1 データの所在

http://stat-www.berkeley.edu/users/statlabs/labs.html#babies

にある。

データはブラウザで取得できる。

WEBページ上で Birth weight II と表示されている箇所でマウスの右ボタンをクリックし、「名
前をつけて保存」を選択する。

26.2 SASによるデータ入力の例

data babies;

infile ’babies.data’ firstobs=2;

input bwt gestat parity age height weight smoke ;

if bwt = 999 then bwt = . ;

if gestat = 999 then gestat = . ;

if parity = 9 then parity = .;

if age = 99 then age = .;

if height = 99 then height = . ;

if weight = 999 then weight = . ;

if smoke = 9 then smoke = . ;

run;

* proc print; /* 先頭の星をとると全件表示 */

proc means;

proc sort data=babies;

by smoke;

proc means; by smoke;

proc glm data=babies;

class parity smoke;

model bwt = gestat parity age height weight smoke

/ ss1 ss3 solutions ;

run;

26.3 Splus/Rによるデータ入力例

以下の内容は、対話的に入力することも可能だが、mule、emacsなどでファイルにあらかじめ
作成しておいたほうが楽。ファイルに記述された内容を Splus/Rで実行するには source("ファイ
ル名")と入力する。

# 見出しがついているので、変数名が自動的につけられる。
babies <- read.table("babies.data",header=T)

# babiesデータフレームの変数を、変数名だけで参照可能にする。
attach(babies)

# 欠測値の処理を行う。
babies$bwt <- replace(bwt, bwt == 999, NA);

babies$gestation <- replace(gestation, gestation == 999, NA);

babies$parity <- replace(parity, parity == 9, NA);

babies$age <- replace(age, age == 99 ,NA);

babies$height <- replace(height, height== 99,NA);

babies$weight <- replace(weight, weight== 999,NA);
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babies$smoke <- replace(smoke, smoke == 9, NA);

# 離散値をとる変数を factorとして宣言し、カテゴリーに名前をつける。
babies$parity <- factor(parity, levels=c(0,1),

labels=c("First","Other"));

babies$smoke <- factor(smoke,levels=c(0,1),

labels=c("Nosmoke","Smoke") );

detach("babies") # Rの場合、detachしてから再 attachが
attach(babies) # 必要のようだ。

# babiesデータフレームを attachしておくと、変数名だけで参照できる。
# 下の例では data=baiesを指定しなくても OK。
babies.lm <- lm(bwt ~ gestation + parity + age + height + weight + smoke,

na.action=na.omit, data=babies)

summary(babies.lm) # 分析結果の概要
anova(babies.lm) # 分散分析表 SSは SASの TypeIに相当。

# factor宣言された変数の回帰係数については注意が必要。
# どのようなデザイン行列 Xが用いられているかは、
# つぎのようにして調べる。
# (Rの最新版では SASに類似のデザイン行列が採用されている。)

babies.lm$contrasts

26.4 共分散分析の適用

以上で説明したように，回帰分析と分散分析とは数学上は同一モデルとして表され，回帰係数の

推定や検定もほぼ同一の手順によって行うことができる．これらの手法が異なるのは，モデルの特

徴というよりは，むしろ応用の対象となるデータの性質であることが多い．ここで説明したモデル

は，説明変数が実験者によって設定された値であることを前提としている．分散分析が応用される

場面ではこの前提が当てはまることが多いが，実際に回帰分析の応用，特に社会科学ではこの前提

は多くの場合当てはまらない．説明変数が確率的に変動する場合にも，ある種の条件を仮定すれ

ば，予測値の推定は説明変数が実験者によって設定された場合と同様の手続きで行うことが可能で

ある．最大の問題は，回帰係数の解釈が不明確になることにある．

上述の線形のモデルにおいて，説明変数に離散値と連続値の両者を含むものは共分散分析Analysis

Covariance)と呼ばれる．以下に共分散分析の例を示すが，この例においてはデータは疫学調査

に基づくものであり，研究者によって設定された値ではない．このような場合，回帰係数が影響の

程度を表しているとみなせるためには，説明変数と非説明変数の両者に影響を及ぼす変数が全てモ

デルに取り込まれている必要がある．

共分散分析モデルには，次のような特徴がある．

1. 離散値をもつ説明変数 (要因)はX のいくつかの列におけるダミー変数として表現される．

また，これらの交互作用もダミー変数となる．

2. 共分散分析においては，さらに連続値を持つ説明変数と離散値を持つ説明変数の交互作用も
用いられる．これらの交互作用を表す変数は，離散値を表すダミー変数 (0-1値)に，連続変
数の値をかけたもの，つまりダミー変数が 1の部分のみ連続変数の値を残し，他の部分はゼ
ロとなる変数によって表される．
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表 19: 出生時体重と母親の喫煙データ (Nolan & Speed, 2000より)

変数 変数名 内容

出生時体重 bwt 新生児の出生時体重 (オンス)
妊娠期間 gestation 妊娠期間 (日)
パリティ parity 第 1子 (0,First)か否 (1,Other)か
年齢 age 母親の受胎時の年齢 (年)
身長 height 母親の身長 (インチ)
体重 weight 母親の妊娠前の体重 (ポンド)
喫煙 smoke 母親の喫煙 (Smoke)，非喫煙 (Nosmoke)

ここでX1bとX1cがある要因 (3要因)を表すダミー変数であるとし，X2は別の連続値を持

つ説明変数であるとする．これらの各要因に対応する標本を A群，B 群，C 群と名付ける．

X1b は A群と B 群における差に対応し，X1c は A群と C 群との差に対応する．

主効果のみのモデルは，次の式で表される．

E(Y |X) = β0 + β1bX1b + β1cX1c + β2X2

ここで，β1bと β1cとは，離散変数であらわされる群間の Y の違いを表し，β2は各群に共通

な連続変数X2 と Y との関係を表す．

離散変数と連続変数の交互作用を含むモデルは，

E(Y |X) = β0 + β1bX1b + β1cX1c + β2X2 + β1b2X1bX2 + β1c2X1cX2

となる．ここで，β1b2が非ゼロであることは，A群とB群においてX2が Y に及ぼす効果が

異なることを示す．A群においてはX2 の回帰係数は β2 であり，B 群においては β2 + β1b2

である．β1c2 についても同様のことが当てはまる．

3. 連続変数間の交互作用は，これらを単純に掛算した 2次式によっては極めて限られた形の効
果しか表現できない．スプライン関数とよばれる区分的多項式 (区分的 3次式がよく用いら
れる) を用いると，連続変数間の交互作用を柔軟に表現できるが，現在のところ利用可能な
ソフトウェアは限られている．

26.4.1 分析の例

Nolan& Speed (2000) で引用されている新生児の体重と妊娠中の母親の喫煙に関するデータを
分析対象とする．このデータは，1960年から 1967年にサンフランシスコにおける健康調査によっ
て得られた (Yerushalmy,1971)．データは 1236件であるが分析には欠測値のないもの 1174件を用
いた．4

ここで示されている変数は次の 7つである．
データの一部

4データは http://stat-www.berkeley.edu/users/statlabs/ において公開されている．
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bwt gestation parity age height weight smoke

1 120 284 First 27 62 100 Nosmoke

2 113 282 First 33 64 135 Nosmoke

3 128 279 First 28 64 115 Smoke

4 123 NA First 36 69 190 Nosmoke

5 108 282 First 23 67 125 Smoke

...

以下はの分析は R-1.5.0による．分散分析表は説明変数を逐次加えた場合の，残差 2乗和の減少
分を表している．標本件数のバランスした分散分析とは異なり，残差 2乗和の減少量は変数の追加
順に依存する．

モデル 1: 5つの説明変数を用いたモデル．年齢は影響が小さいため説明変数から除いた．

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-57.7164 -10.1500 -0.1594 9.6885 51.6199

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -80.71321 14.04465 -5.747 1.16e-08 ***

gestation 0.44408 0.02907 15.276 < 2e-16 ***

parityOther -3.28762 1.06281 -3.093 0.00203 **

height 1.15497 0.20473 5.641 2.11e-08 ***

weight 0.04983 0.02503 1.991 0.04672 *

smokeSmoke -8.39390 0.95117 -8.825 < 2e-16 ***

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 15.82 on 1168 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.2579,Adjusted R-squared: 0.2548

F-statistic: 81.2 on 5 and 1168 DF, p-value: < 2.2e-16

AICは 9823.503

分散分析表
Response: bwt

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

gestation 1 65450 65450 261.4292 < 2.2e-16 ***

parity 1 2345 2345 9.3658 0.002261 **

height 1 12554 12554 50.1437 2.462e-12 ***

weight 1 1801 1801 7.1941 0.007418 **

smoke 1 19497 19497 77.8779 < 2.2e-16 ***

Residuals 1168 292412 250

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

モデル 2: 年齢以外の 5つの変数，および妊娠期間と喫煙の交互作用項を用いたモデル．自由度調
整済 R2 は増加，AICは減少している．いずれもモデルがより適切であることを示唆している．
ただし，実際の残差を検討してみると，非喫煙群で妊娠期間が極端なケース (短い場合と長い場

合)があり，回帰係数に大きな影響を与えている (図.21)．

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-57.87631 -9.95257 -0.01195 9.54773 53.49886

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
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(Intercept) -59.07260 15.30129 -3.861 0.000119 ***

gestation 0.37020 0.03590 10.313 < 2e-16 ***

parityOther -3.29621 1.05780 -3.116 0.001877 **

height 1.14888 0.20377 5.638 2.16e-08 ***

weight 0.04542 0.02494 1.821 0.068855 .

smokeSmoke -66.82659 16.83114 -3.970 7.61e-05 ***

gestation:smokeSmoke 0.20970 0.06031 3.477 0.000525 ***

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 15.75 on 1167 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.2656,Adjusted R-squared: 0.2618

F-statistic: 70.33 on 6 and 1167 DF, p-value: < 2.2e-16

AICは 9813.402

分散分析表
Response: bwt

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

gestation 1 65450 65450 263.9117 < 2.2e-16 ***

parity 1 2345 2345 9.4547 0.0021550 **

height 1 12554 12554 50.6198 1.952e-12 ***

weight 1 1801 1801 7.2624 0.0071424 **

smoke 1 19497 19497 78.6175 < 2.2e-16 ***

gestation:smoke 1 2999 2999 12.0910 0.0005253 ***

Residuals 1167 289413 248

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
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図 19: 妊娠期間と出生時体重 (観測データ)
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図 20: 妊娠期間と出生時体重 (モデル 1の予測値)
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図 21: 妊娠期間と出生時体重 (モデル 2の予測値)
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27 最尤法によるパラメータの推定

線形の回帰分析の場合には、最小２乗基準によりつぎの式

N∑
i=1

(yi − ŷi)2 (138)

を最小化することによって、β̂を求めた。

ここで、被説明変数が正規分布以外にも対応できるよう、推定方法をより一般的にしたい。εが

正規分布以外の確率分布に従う場合にも、最小２乗法を使うことは妥当であろうか？

例えば、Yiが２項分布Bin(m,π)に従うとしよう。２項分布Bin(m,π)は平均mπ、分散mπ(1−π)
である。また、ここで π は説明変数 x1, x2, ..., xp の関数 η(β1x1 + · · · + βpxp)として定まるとし
よう。

単純に考えるなら、i番目の観測値に対応する πi と yi/miを考え、πiと yi/miの残差２乗和を

最小化する方法は妥当であるように思われる。しかし、もっとよい方法を理論的に構成することが

可能である。

２項分布の分散の大きさがmと πに依存して変化することを考慮する必要がある。現在、一般

的に用いられている推定方法は最尤法 (maximum likelihood method)と呼ばれるものである。

最尤法の一般論はつぎのようなものである。

データを生み出すと仮定される確率密度関数を f(Y |θ)とする。Y は確率変数であり、θは分布を

特徴づけるモデルパラメータ（母数）である。正規分布の場合であれば、平均と分散が母数であり、

２項分布の場合は反応確率 πが相当する。実際に観測されたデータを y1, ..., ynとし、これらは互

いに独立に分布していると仮定する。f(yi|θ)の値は、yi が指定された θのもとで、どの程度生じ

やすいかをあらわすものと解釈できる。これを逆に θの関数としてみるなら、特定の yiについて、

その値を θがどの程度生じやすいかの指標になっていると考えられる。これを尤度 (likelihood)と
呼び多くの場合 L(θ|yi)と表記する。θの推定値として尤度を最大にする値を採用する方法を最尤

法 (maximum likelihood method)と呼ぶ。

観測データ全体について互いの独立性を仮定すると、これらの同時分布は f(y1|θ)×· · ·×f(yn|θ)
であり、これを L(θ|y1, .., yn)と解釈する。しばしば、計算上の問題と理論的な要請から、尤度その
ものではなく、尤度の対数が取り扱われる。これを対数尤度 (log−likelihood)と呼び、l(θ|y1, ..., yn)
と表記する。対数尤度について、つぎのような式が成立する。

l(θ|y1, .., yn) = log L(θ|y1, ..., yn) =
n∑

i=1

log f(yi|θ) (139)

27.1 最尤推定値の例

正規分布の場合について考えてみよう。正規分布の確率密度関数はつぎの式で与えられる。

f(y|µ, σ2) =
1√

2πσ2
× exp

(
−(y − µ)2

2σ2

)
(140)

データ {y1, .., yn}が与えられた場合の、対数尤度は

l(µ, σ2|y1, ..., yn) =定数− n

2
log σ2 −

∑n
i=1(yi − µ)2

2σ2
(141)
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となる。この値を最大化する µと σはそれぞれ、

µ̂ML =
1
n

n∑
i=1

yi , σ̂2
ML =

1
n

n∑
i=1

(yi − µ̂)2 (142)

となる。つまり、母平均の推定値は標本平均であり、母分散の推定値が標本分散になる。正規分布

の最尤法による推定を行なう場合、平均の推定値は不偏 (unbiased)であるが、分散の推定値の期
待値は n−1

n σ2 であり、σ2/nだけ過小評価となる。

つぎに２項分布にの場合を考える。２項分布の確率分布は y = 0, 1, ...,mについてつぎの式で与

えられる。

Pr(y|m,π) =

(
m

y

)
πy(1 − π)(m−y) (143)

データ、{y1, ..., yn}が与えられているとすると、πについての対数尤度は

l(π|m, y1, ..., yn) = 定数+
n∑

i=1

{yi log π + (m − yi) log(1 − π)} (144)

= 定数+ z log π + (nm − z) log(1 − π) (145)

となる。ここで z =
∑n

i=1 yi である。この式を最大化する πは π̂ML = z/(nm)となり、標本の全
体の反応比率に一致する。

尤度が定義できるなら、式を解くかあるいは数値的な方法をもちいて、尤度を最大にするパラ

メータの値を計算することが可能であるので、非常に利用範囲の広い方法である。また、データが

十分多い場合には、つぎのようにある意味で最尤推定法はデータのもつ情報を洩れなく利用する最

善の推定方法であることが分かっている。

ここで、「最善」と述べた意味はつぎのようなものである。分布の母数 θのある不偏推定値 (平
均が真の値に等しいもの)T を考える。すると、つぎの不等式がかならずなりたつ。

V ar(T ) ≥ i(θ)−1 (146)

ここで i(θ)は後述する Fisher情報量と呼ばれるものである。最尤推定量については、データの件
数が多い場合には、上の不等式において等号がほぼ成立する。

27.2 最尤法の特徴 (難)

最尤法の特徴は漸近的な性能の良さにある。ここで、漸近的 (asymptotic)とは、「標本数が増加
するときにある性質が成立する」ということを意味する。以下では、いささか理論的になるが最尤

法の特徴をまとめておく (全部は理解しなくてもよい)。

27.2.1 パラメータが１つの場合

観測された互いに独立なデータを {y1, ..., yn}としこれを yであらわす。このサンプルについて

の対数尤度は

l(θ|y) =
n∑

i=1

log fYi(yi|θ) (147)

となる。ここで、fYi
は、確率変数 Yi の確率密度関数である。
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対数尤度の微分について、以下の公式が比較的緩い条件 (期待値をとるための積分と微分の交換
が可能であること)のもとで、成立する。

Eθ0

(
∂l

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)
= 0

Eθ0

(
∂2l

∂θ2

∣∣∣∣
θ0

)
+ Varθ0

(
∂l

∂θ

∣∣∣∣
θ0

)
= 0 (148)

期待値 (平均)および分散は、母数が θ0 の分布についてのものであり、また微分も同じ母数 θ0 に

おける値であることに注意する。これらの公式は、確率密度関数のつぎの性質を用いて導かれる。∫
fY (y|θ)dy ≡ 1 (149)

さらに、いくつかの条件のもとで、つぎの公式 (Bartlettの等式)が成立する。

Eθ

(
∂3l

∂θ3

)
+ 3Covθ

(
∂2l

∂θ2
,
∂l

∂θ

)
+ Eθ

(
∂l

∂θ

)3

= 0 (150)

対数尤度の微分 U(θ; y) = ∂l/∂θ はスコア統計量 (score statistic) と呼ばれることもある。この
分散は

i(θ) = Varθ

(
∂l

∂θ

)
= − Eθ

(
∂2l

∂θ2

)
(151)

であるが、これは θについてのフィッシャー情報量 (Fisher information)とよばれる。各サンプ

ルが独立の場合には、つぎのようになり、サンプル全体に対応するフィッシャー情報量が各サンプ

ルのフィッシャー情報量の和になることがわかる。

U(θ|y) =
n∑

i=1

∂ log fYi(yi|θ)
∂θ

, (152)

i(θ) =
n∑

i=1

Eθ

(
∂ log fYi(yi|θ)

∂θ

)2

(153)

また、スコア統計量の分布について、つぎの式が漸近的に成り立つ。

i(θ)−1/2

(
∂l

∂θ

)
∼ N(0, 1) + Op(n−1/2) (154)

ここで、Op(kn)はある確率変数の列Xn, (n = 1, 2, ....)であって、任意の ε > 0について、正の整
数mと正の数 aが存在し、Pr(|Xn/kn| > a) < εがすべての n > mについて成立することをい

う。ただし、これは仮定されたモデルが正しい場合についてである。また微分は真のパラメータ値

におけるものである。記法Op(確率変数の列)については Bishop et al. (1977)の Chap.14を参照。
線形回帰を含む多くの統計モデルにおいては、尤度関数の形はパラメータの定義域の内部で単峰

であり、尤度を最大にするパラメータの値は尤度関数の微分がゼロである点、つまり U(θ̂|y) = 0
を満たす点として一意に定まる。フィッシャー情報量 i(θ)が大きければ（nが大きい場合にはこの

条件は成立する）、θ̂の分布は、モデルが正しいとの仮定のもとでつぎのように近似される。

θ̂ − θ ∼ N(0, i(θ)−1) (155)

サンプル数 nが大きいとき、θ̂における対数尤度の値と、真のパラメータ値における対数尤度の

値の違いは、つぎのような分布で近似される。

2l(θ̂|Y ) − 2l(θ|Y ) ∼ χ2
1 + O(1/n) (156)
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この値は対数尤度比 (log likelihood ratio) （尤度の比の対数だから)統計量と呼ばれる。ここ
で、χ2

1 は自由度１の χ2 分布をあらわす。また、O(kn)は、ある数列 xn, (n = 1, 2, ..)であって、
|xn/kn|が有界（有限の範囲にあること）であるものを示す。この近似は、(155)による正規近似
が正確でない、比較的小さな nについても正確である。θ̂の (1 − α)信頼区間は

2l(θ̂|y) − 2l(θ|y) ≤ χ2
1,α (157)

をみたす θの範囲で近似される。

ここで、注意すべきことは、θ̂はサンプル数 nが大きくなると、真の値 θに収束するが、(156)
の値はゼロには近付かないことである。nが大きくなると尤度関数の傾斜も急峻になり、最尤推定

値における対数尤度の期待値は真の値には収束しない。

また、(156)の近似は適当な定数 bを定めることにより、

2l(θ̂|Y ) − 2l(θ|Y ) ∼ (1 + b)χ2
1 + O(n−3/2) (158)

と改善されることが知られている。この修正は Bartlett補正 (Bartlett adjustment)とよばれる。

27.2.2 複数のパラメータの場合

前述の (154),(155)における漸近的な結果は、多パラメータの場合にも同様に適用される。ただ
し、この場合、i(θ) → +∞（この場合は行列）の意味は、行列 i(θ)の固有値が無限大になること
を意味し、行列の個々の要素が大きくなることを意味しない。

パラメータベクトル θが、２つの部分 θT = (ψT ,λT )に分割されると仮定する。前半の部分が
分析者にとって関心のある部分であり、後半は余分なパラメータ (局外母数 nuisance parameter

と呼ばれる）であるとする。θについてのフィッシャー情報行列をつぎのように分割する。

i(θ) =

(
iψψ iψλ

iλψ iλλ

)
(159)

また、この逆行列を

i(θ)−1 =

(
iψψ iψλ

iλψ iλλ

)
(160)

とする。この逆行列の部分行列の逆行列はつぎのようになる (Rao,1973, Sec. 1bの補足参照)。

(iψψ)−1 = iψψ − iψλi−1
λλ iλψ (161)

これは、ψ̂の共分散行列の逆行列をあらわしている。つまり、λが未知の場合の ψ̂の分散が iψψで

近似されることを意味する。一方、真のパラメータの値 λを固定した場合の ψ̂の分散行列は i−1
ψψ

で近似される。これらを比較すると、iψψ の方が大きいことがわかる。つまり、同時に推定すべき

未知のパラメータ λがあると、ψ̂の分散は大きくなる。

多パラメータについての、真のパラメータ θと最尤推定量 θ̂ における対数尤度比の分布は、つ

ぎのように近似される。

2l(θ̂|Y ) − 2l(θ|Y ) ∼ χ2
p + O(1/n) (162)

ここで、pは θの次元である。また局外母数がある場合には、

2l(ψ̂, λ̂|Y ) − 2l(ψ, λ̂ψ|Y ) ∼ χ2
p−q + O(1/n) (163)
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となる。ここで、p− qはψの次元、または (161) における iψψ のランクである。パラメータ ψ̂の

(1 − α)信頼域は
2l(ψ̂, λ̂|y) − 2l(ψ, λ̂ψ|y) ≤ χ2

p−q,α (164)

で与えられる。

28 最尤法と赤池情報量基準AIC(難)

以前の資料で、AICと呼ばれるモデル選択のための基準が、線形モデルの場合には、

AIC = N log
∥y − ŷ∥2

N
+ 2q +定数 (165)

と表されることを紹介した。ここで、qはモデルに含まれるパラメータの個数である。AICは、最
尤法における対数尤度比検定と密接な関係を持っている。

28.1 期待対数尤度とモデルの良さ

対数尤度は

l(θ|Y ) =
N∑

i=1

log f(Yi|θ) (166)

として定義される。最尤法はこの値を大きくする θが良い推定値であろうという考えに基づいて、

パラメータ推定を行なおうとする。では、どのような意味において、尤度を大きくするパラメータ

が望ましいといえるのか。

上の (166)を真の分布 f(Y |θ0)について平均すると次の式が得られる。

Eθ0
{l(θ|Y )} =

N∑
i=1

Eθ0
{log f(Yi|θ)} (167)

ここで、

Eθ0
{log f(Yi|θ)} =

∫
f(Yi|θ0) log f(Yi|θ)dYi (168)

であるが、この値は、θ = θ0 であるときに最大となることが分かっている。そこで、最大となる

値からの差を求めると

Eθ0
{log f(Yi|θ0)} − Eθ0

{log f(Yi|θ)} =
∫

f(Yi|θ0){log f(Yi|θ0) − log f(Yi|θ)}dYi (169)

となる。この値は θ0 で表される分布と θで表される分布がどれくらい違っているかを、f(Y |θ0)
を基準点として評価した距離のようなものとみなすことができる。対数尤度をN で割った値

1
N

l(θ|Y ) =
1
N

N∑
i=1

log f(Yi|θ) (170)

は、N が大きければ対数尤度の真の分布についての期待値を近似していると考えられるので、結

局、最尤推定値は (169)の基準で真の分布とと推定された分布の近さを測り、もっとも近いものを
得ようとしていると解釈できる。
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28.2 最尤推定量の真値からのずれ

前節において次のような式を示した (ここでは真のパラメータの値を θ0 として記述している)。

2l(θ̂|Y ) − 2l(θ0|Y ) ∼ χ2
p + O(1/N) (171)

自由度 pの χ2分布の平均が pであることを考慮すると、これは、モデルが p個のパラメータを推

定する必要がある場合、最尤推定値をモデルに代入して得られる対数尤度の 2倍は、真の値 θ0を

代入して得られる対数尤度の 2倍より、pだけ平均して大きいことを意味している。

上の式を真の分布 f(Y |θ0)について平均すると、N が十分大きければ、

Eθ0
{2l(θ̂Y |Y )} − Eθ0

{2l(θ0|Y )} ≅ p (172)

となる。これは θ̂がサンプルデータセット毎に Y = {Yi}に依存して推定されると、このような差
が生じることを意味する。

では、ある 1つのサンプルデータセットから推定された θ̂1を他のサンプルデータセットに適用

するとどうなるだろうか。パラメータの真値 θ0 での対数尤度関数の形について考えると、1つの
データセット {Yi}から得られる 2l(θ|Y )の頂点は、データの変動のため θ0より若干ずれた箇所に

ある。頂点にあたるのが最尤推定値 θ̂1であり、この高さの違いの平均が pである。一方、真の分

布の下での期待対数尤度Eθ0
{2l(θ|Y )}は、θ = θ0において最大値をとる。 2つの関数 2l(θ|Y ) と

Eθ0
{2l(θ|Y )}の 2次微分の形を頂点の近くで比較すると、多くの通常利用されるモデルにおいて

は、N が大きいときにはほぼ等しいと期待できる。期待対数尤度の θ̂1における値 Eθ0
{2l(θ̂1|Y )}

について考えると、次のことが導かれる。

1. 2l(θ0|Y )は 2l(θ̂1|Y )より平均して p小さい

2. 2l(θ|Y )と Eθ0
{2l(θ|Y )}との頂点付近の 2次微分はほぼ等しい。

3. 前項から Eθ0
{2l(θ̂1|Y )}は Eθ0

{2l(θ0|Y )}より平均して p小さい。

4. これらをまとめると、Eθ0
{2l(θ̂1|Y )}は 2l(θ̂1|Y )より平均して 2p小さい。

Eθ0
{2l(θ̂1|Y )}は、将来得られるであろう新たなデータセットの分布を f(Y |θ̂1)で予測したと

きの平均的な良さを表していると解釈できる。そして、これが最尤推定値を代入したときの対数

尤度の 2 倍 2l(θ̂1|Y )より平均して 2pだけ小さいことが示された。AICはこの減少分を考慮して、
一般的に

AIC = −2l(θ̂|Y ) + 2p (173)

と定義される。この値は、最尤推定によって得られた分布が将来のデータをどれだけ良く予測しう

るかの基準を与えるものと解釈できる。つまり AICの小さい値を持つモデルが、より良いモデル
であるとみなせる。AICは最尤推定値における対数尤度が大きい程小さく、またモデルパラメー
タ数が小さければ小さくなる。

28.3 線形モデルの最尤推定

次の線形モデルを考える。

y = Xβ + ε (174)
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ここで、誤差成分 εの各要素 εi, (i = 1, ..., N)は互いに独立に同一分散の正規分布N(0, σ2)に従う
ものとする。この仮定のもとでモデルの尤度は次の式であらわされる。

f(y|β, σ2) =
N∏

i=1

1√
2πσ2

exp
(
−(yi − µi)2

2σ2

)
(175)

=
(

1√
2πσ2

)N

exp

(
N∑

i=1

−(yi − µi)2

2σ2

)
(176)

ただし、ここで µi = xiβである (xi はX の第 i行目)。
この値を最大にする βは、最小 2乗法による次の推定量 β̂である。

β̂ML = β̂ = (XT X)−1XT y (177)

また、σ2 については

σ̂2
ML =

N∑
i=1

(yi − µi)2/N = ∥y − ŷML∥2/N (178)

となる。これを (176)に代入すると、

f(y|β̂, σ̂2
ML) =

(
1√
2π

)N

(σ̂2
ML)−N/2 exp

(
N∑

i=1

−(yi − ŷi)2

2σ̂2
ML

)
(179)

=
(

1√
2π

)N

(σ̂2
ML)−N/2 exp(−N/2) (180)

この対数をとり 2倍すると

2l(θ̂|Y ) = constant − N log
∥y − ŷML∥2

N
(181)

となる。これを (173)に代入すると、(165)が得られる。
また、もし σ2 が既知であるとするなら、ŷML は上と同一であるので

2l(θ̂|Y ) = constant − ∥y − ŷML∥2

σ2
(182)

であり、AICはつぎのようになる。

AIC =
∥y − ŷML∥2

σ2
+ 2q +定数 (183)

29 ロジスティック回帰分析 (Logistic Regression Analysis)

回帰分析 (分散分析・共分散分析を含む)は、被説明変数が連続な値を持つ場合の方法であるが、
時には 0− 1反応または比率を被説明変数とする必要が生じる場合がある。ロジスティック回帰は、
このような分析のための方法である。

線形の回帰分析は、説明変数X = (X1, ..., Xp)を固定した場合の Y の平均をつぎのような式で

表す。

E(Y |X) = µX = β0 + β1X1 + · · · + βpXp (184)

さらに、Y は µx を平均とする正規分布N(µx, σ2)に独立に従うと仮定している。
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ロジスティック回帰は、上の２点をつぎのように変更したものである。まず、説明変数X を固定

した際、被説明変数 Y は２項分布 Bin(mx, πX)に独立に従うとする。さらに πX = E(Y |X)が、
つぎのような式で表されると仮定する。

logit(πX) = log
πX

1 − πX
= ηX = β0 + β1X1 + · · · + βpXp (185)

上の式は、ロジット (logit)変換と呼ばれる。一方、log πX

1−πX
= ηX の逆関数は、

πX =
exp(ηX)

1 + exp(ηX)
(186)

となる。これはロジスティック (logistic)関数と呼ばれる。ηX の値が−∞から+∞まで変化する
とき、πX は 0から 1まで変化する。

29.1 最尤法による推定

つぎに考えるべきは、データからどのようにして β̂を推定すべきかである。線形の回帰分析の

場合には、最小２乗基準によりつぎの式

N∑
i=1

(yi − ŷi)2 (187)

を最小化することによって、β̂を求めた。単純に考えるなら、i番目の観測値に対応する πiと yi/mi

を考え、πi と yi/mi の残差２乗和を最小化する方法が考えられる。しかし、もっとよい方法を理

論的に構成することが可能である。

２項分布 Bin(m,π)は平均mπ、分散mπ(1− π)である。分散の大きさがmと πに依存して変

化することを考慮する必要がある。現在、一般的に用いられている推定方法は最尤法 (maximum

likelihood method)と呼ばれる方法である。最尤法の一般論はつぎのようなものである。

データを生み出すと仮定される確率密度関数を f(Y |θ)とする。ここで、Y は確率変数であり、

θは分布を特徴づけるモデルパラメータ（母数）である。正規分布の場合であれば、平均と分散が

母数であり、２項分布の場合は反応確率 πが相当する。実際に観測されたデータを y1, ..., ynとし、

これらは互いに独立に分布していると仮定する。f(yi|θ)の値は、yi が指定された θのもとで、ど

の程度生じやすいかをあらわすものと解釈できる。これを逆に θ の関数としてみるなら、特定の

yi について、その値を θがどの程度生じやすいかの指標になっていると考えられる。これを尤度

(likelihood)と呼び多くの場合 L(θ|yi)と表記する。θの推定値として尤度を最大にする値を採用す

る方法を最尤法 (maximum likelihood method)と呼ぶ。

観測データ全体を考えると、独立性を仮定するとこれらの同時分布は f(y1|θ)× · · · × f(yn|θ)で
あり、これを L(θ|y1, .., yn)と解釈する。しばしば、計算上の問題と理論的な要請から、尤度そのも
のではなく、尤度の対数が取り扱われる。これを対数尤度 (log−likelihood)と呼び、l(θ|y1, ..., yn)
と表記する。対数尤度について、つぎのような式が成立する。

l(θ|y1, .., yn) = log L(θ|y1, ..., yn) =
n∑

i=1

log f(yi|θ) (188)
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30 ロジスティック回帰の例

表 20は、Dobsonの教科書の表 8.2である。このデータは薬品 (二硫化炭素ガス)を与えたあと、
５時間後の昆虫の死亡数を表している。この例では、説明変数は定数項の他には、薬品の投与量

(X1) のみである。個体数が、２項分布Bin(m, π)の試行数mであり、昆虫の死亡数が被説明変数

Y である。

モデルはつぎの 2つの性質を持つ。

1. Yi ∼ Bin(mi, πi) , (i = 1, ..., n)

2. logit(πi) = β0 + β1xi , (i = 1, ..., n)

係数の推定値を表 21に示す。

表 20: 甲虫の死亡率
投与量 個体数 死亡数

(log10 CS2mg/l )

1.6907 59 6
1.7242 60 13
1.7552 62 18
1.7842 56 28
1.8113 63 52
1.8369 59 53
1.8610 62 61
1.8839 60 60

表 21: 推定値
最尤推定値 標準誤差

β0 -60.7175 5.1807
β1 34.2703 2.9120

分析すべきデータを yi,mi,xi (i = 1, ..., n)とする。ここで、yi は i番目のデータにおける反応

件数 (成功など)であり、miは i番目のデータの総数である。また、xiは、説明変数の値を要素と

する p + 1次元のベクトル (1, xi1, ..., xip)とする。
この場合モデルの尤度は

L(β|m,y) =
n∏

i=1

{(
mi

yi

)
πyi

i (1 − πi)mi−yi

}
(189)

である。ただし、

πi =
exp(βT xi)

1 + exp(βT xi)
(190)

であり、これはつぎのように書き換えられる。

log
πi

1 − πi
= ηi = βT xi = β0 + β1xi1 + · · · + βpxip (191)

97



また対数尤度は、

l(β|m,y) =定数+
n∑

i=1

{yi log πi + (mi − yi) log(1 − πi)} (192)

となる。これを最大にする βが最尤推定値 β̂となる。

30.1 仮説検定

ある回帰係数がゼロであるとの仮説 H0 : βi1 = · · · = βip−q = 0を検定するには、(163)を用い
る。つまり、制約されないモデルにおける最尤推定値を β̂ とし、制約されたモデルにおける最尤

推定値を β̃とすると、

2l(β̂|y) − 2l(β̃|y) ∼ χ2
p−q + O(1/n) (193)

である。ここで、pは制約されないモデルにおける推定パラメータの数であり、qは制約されたモ

デルにおける推定パラメータの数である。この値を χ2 分布と比較し、通常は上側 5%に入れば帰
無仮説が棄却できるとする。

30.2 なぜロジット変換を用いるのか?

２項分布によって表現されるモデルの平均の構造を、いくつかの説明変数によって表現する場

合、0-1の区間を −∞から +∞までの区間に変換する関数としては様々なものが考えられる。ロ
ジット変換のほかにもっとも代表的なのは、プロビット変換 Φ−1(x) (probit function)である。こ
れは正規分布の分布関数（累積密度関数）の逆関数をリンク関数として用いるものである。

いくつか選択肢があるなかで、ロジット変換が多用される理由は計算が簡単であることと、つぎ

に述べるような特徴があるからである。ここで示す特徴とは、データのサンプリングに関係するも

のである。ロジット変換を用いたモデルは、前向きサンプリングと後ろ向き（回顧的 retrospective）
サンプリングの両者に同時に適用しうるという性質を持っている。喫煙と肺ガンの関係を調べる場

合、最初にある調査集団 (サンプル)を設定し、それらの被験者を追跡することによって肺ガンの
発生率を調べるのが前向きサンプリングである。一方、ある時点で肺ガンの患者と健康な被験者を

集め、これらの集団について喫煙の有無をさかのぼって調査するのが、後ろ向きサンプリングで

ある。

被説明変数のカテゴリーをDと D̄であらわすことにする。つまり Y = 1であることをDとし、

Y = 0であることを D̄とする。また、ここでは簡単のために説明変数は 0-1の２値を持つ説明変
数 xが１つの場合を考える。前向きサンプリングでは、つぎのいずれかの方法でデータを得る。

1. 調査対象となる母集団から無作為に被験者をサンプリングし、それらの各被験者について、
説明変数X（喫煙の有無など）の値を調べる。この後、これらの被験者の被説明変数に対応

する特徴（肺ガンの発病）について調査する。

2. 調査対象母集団を説明変数 xで層別し、各層からあらかじめ決められた数の被験者をサンプ

リングする。これらの被験者について、被説明変数に対応する特徴を調査する。

このようなサンプルの特徴は、線形の回帰分析や分散分析において、被説明変数を比率に置き換え

た場合に相当し、特に変わったところはない。ただし、当然のことであるが Y とサンプリング比

率の間に関係があってはならない。
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後ろ向きサンプリングでも、上に示した２つの方法（無作為サンプリングと層別サンプリング）

の両者が考えられるが、通常は層別サンプリングが用いられる。これは、肺ガンなどの疫学調査で

は特定の病気の発病率は小さく、無作為サンプリングを用いて信頼に足る分析を行うためには、膨

大な被験者がしばしば必要となるからである。これは、線形の回帰分析でいえば被説明変数 Y の

値で集団を層別し、各層からあらかじめ決められた件数をサンプルとして採用することに相当す

る。線形の回帰分析において、このような分析はほとんど行われないし、一般的にはこのようなサ

ンプリングに基づくデータを説明するモデルが、前向きサンプリングの場合と同一のものである保

証はない。

しかし、ロジスティック回帰においては、サンプリング方式の違いによらず、説明変数の影響力

は等しく推定される。この理由を以下で説明する。

後ろ向きサンプリングを説明するために、サンプルとして採用されることをあらわすダミー変数

を Z とする。Z = 1は想定している母集団のなかで、後ろ向きサンプリングによって採用される
ことをあらわし、Z = 0は採用されないことをあらわす。
後ろ向きサンプリングによって得られたデータが、表 22のようなものであるとする。層別の前

表 22: データ件数
D̄ D 計

X = 0 n00 n01 n0.

X = 1 n10 n11 n1.

計 n.0 n.1 n..

向きサンプリングにおいては n0., n1.が固定されており（層別しない場合にはこれらの値は確率変

数になる）、n.0, n.1は確率変数になる。一方、層別の後ろ向きサンプリングの場合には、n.0と n.1

はあらかじめ決められた数であり、n0. と n1. が確率変数になる。

後ろ向きサンプリングを行う場合、重要なことは D̄,Dいずれの層内においても説明変数 X と

サンプリング確率の間には関係があってはならないということである。つまり、Pr(Z = 1|D̄)と
Pr(Z = 1|D)は当然異なり得るが、D̄およびDの層の内部では、

Pr(Z = 1|D̄) = Pr(Z = 1|D̄,X = 0) = Pr(Z = 1|D̄,X = 1) (194)

および

Pr(Z = 1|D) = Pr(Z = 1|D,X = 0) = Pr(Z = 1|D,X = 1) (195)

が成立していなければならない。もし、これらが成立しないのなら、被説明変数 Y と説明変数X

の間に、どのような関係でも見かけ上つくりだすことが可能になってしまう。説明変数X の Y に

及ぼす影響を正しく求めるためには、この条件は必須である。

ここで、Pr(Z = 1|D̄) = p0, P r(Z = 1|D) = p1としよう。後ろ向きサンプリングによって得ら

れたデータに基づいて、X の Y に及ぼす影響をロジスティック回帰で求めることは、つぎの式を

求めることに相当する。

log
Pr(D|Z = 1,x)
Pr(D̄|Z = 1,x)

= βT x (196)

ここで、条件付き確率についてのベイズの定理 (Bayes’s theorem)を用いると、

Pr(D|Z = 1,x) =
Pr(Z = 1|D, x)Pr(D|x)

Pr(Z = 1|D, x)Pr(D|x) + Pr(Z = 1|D̄, x)Pr(D̄|x)
(197)
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=
p1πx

p1πx + p0(1 − πx)
(198)

=
exp(α + βT

0 x)
1 + exp(α + βT

0 x)
(199)

となる。ここで、πx = exp(βT
0 x)/{1 + exp(βT

0 x)}であるとする。すなわち

logitπx = log
Pr(D|x)
Pr(D̄|x)

= βT
0 x (200)

であり、β0 は母集団におけるロジスティック回帰係数を表す。また α = log(p1/p0)である。
上の計算から、

log
Pr(D|Z = 1,x)
Pr(D̄|Z = 1,x)

= α + βT
0 x = βT x (201)

となる。βと β0で異なるのは定数項 β0 (切片 intercept)だけであり、それ以外の回帰係数 βi, (i =
1, .., p)は同一である。これは後向きの層別サンプリングによるデータについて、ロジスティック回
帰を行なって得られる回帰係数は、前向きの (無作為または層別)サンプリングによって得られる
回帰係数と、定数項以外は理論的には同一であることを表している (もちろん実際の推定値はサン
プルに依存するので、完全に同一ではない)。

30.3 SAS PROC GENMOD による分析

表 20(Dobson 表 8.2)のデータを分析するプログラム例を示す。データは以下のファイルに記述
してある。

/home1/otsu/cl14a0/Dobson/tb8_2.dat

SASでロジスティック回帰を行なえるプロシジャには、LOGISTIC, CATMOD,およびGENMOD
があるが、ここでは汎用性の高いGENMODを用いる。データの入力形式は、GLMプロシジャに
準じる。

行
1 /* PostScript 出力の場合は、最初の２行を使う。
2 画面出力の場合は、３行目を使う。
3 行頭の ＊ はつぎにあらわれる；までコメント行
4 であることを示す。
5 */

6 *filename gsasfile ’temp1.ps’;

7 *goptions device=ps gaccess=gsasfile gsfmode=replace;

8 goptions device=xcolor;

9 options linesize=80;

10

11 data tb82;

12 infile ’tb8_2.dat’;

13 input x m y;

14

15 proc genmod data=tb82;

16 make ’obstats’ out=tb82out;

17 model y/m = x /

18 link=logit dist=binomial obstats

19 lrci type1 type3;

20

21 proc print data=tb82out;
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22

23 data grdat1;

24 set tb82;

25 set tb82out(keep=pred lower upper reschi);

26 ratio = y/m;

27 run;

28

29 /* PostScript の場合には color=black を指定する。*/

30 symbol1 color = yellow interpol=none value=dot;

31 symbol2 color = yellow interpol=spline value=none line=1;

32 symbol3 color = yellow interpol=spline value=none line=2;

33

34 axis1 label = (’Dose log10 CS2 mg/l’) minor=none;

35 axis2 label = (angle=-90 rotate=90 ’Response Ratio’) minor=none;

36 axis3 label = (angle=-90 rotate=90 ’Pearson Residual’) minor=none;

37

38 proc gplot data=grdat1;

39 plot ratio*x=1 pred*x=2 lower*x=3 upper*x=3 /

40 overlay frame haxis=axis1 vaxis=axis2 ;

41 run;

42 proc gplot data=grdat1;

43 plot reschi*x=1 / vref=0.0

44 overlay frame haxis=axis1 vaxis=axis3 ;

45 run;

SASプログラムに解説を加える。GENMODプロシジャは、一般化線形モデル ( generalized linear
models)と呼ばれる統計モデルを用いた分析を行なうためのものである。このモデルの特殊ケース
の一つがロジスティック回帰である。また、既に学んだ通常の線形モデル (重回帰と分散分析、共
分散分析)も行なうことができる。さらに、後期で学習する対数線形モデルの分析も、このプロシ
ジャを用いて行なえる。

1. 上の例では指定していないが、離散値をとる変数 (分散分析の要因にあたるもの)がある場合
には、モデルステートメントの前に

class x1 x2;

などのように指定する。

2. 16行目 proc genmod の makeステートメントは、’obstats’ で指定される計算結果 (各オ
ブザベーション i.e. サンプル)についての詳細な情報を SASデータセット tb82out に出力

することを指定している。

3. 17行目 modelステートメントの一般的な書式は

model 被説明変数 = 説明変数１ 説明変数２ .... / オプション ... ;

というものである。ここで説明変数には、glmプロシジャの場合と同様に交互作用項 (x1 *

x2など)も指定することができる。

4. 17行目 モデルステートメントにおける y/m はロジスティック回帰に特有の被説明変数の指

定法である。y/mで定義される比率が被説明変数であることを意味する。ただし、直接に比

率を指定したのでは、そのオブザベーションにあてはめるべき２項分布の回数を指定する母

数 (Bin(m, π)のm)が分からない。ここに、示すような指定法で、yとm に相当する２つ

の変数を特定することができる。等号 (=)の右辺は、説明変数である。
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5. モデルステートメントの各オプションはつぎのような役割を持っている。

link=logit : ロジスティック回帰においては、logit(E(Y |x)) = βT xという関係を仮定

している。このようなE(Y |x)とxの１次式を関係づける関数をリンク関数 (link function)

と呼ぶ。この例での指定は、リンク関数を logitに指定している。

dist=binomial : 被説明変数の分布 Y |xを２項分布と指定する。

obstats : 観測値ごとの詳細情報を出力することを指定。

lrci : 尤度比から計算されるパラメータの信頼区間を出力する。

type1：線形モデル (GLMプロシジャ)の場合と同様に、逐次的に変数が増加させて検
定を行なう。検定法は対数尤度比を用いた χ2 検定。

type3：線形モデルの場合と同様に、ある変数およびその変数を含む交互作用項までも

除いたモデルとの比較のための検定を行なう。検定法は対数尤度比を用いた χ2 検定。

6. 23-27行目 結果のグラフ出力をするために、あらたな SASデータセットをつくる。setス

テートメントにより２つのデータセットに含まれる変数を一つのデータセットにまとめる。

また、新たに変数 ratioを計算して求める。変数 predは π̂iであり、lower,upperは πiの信

頼区間の下限と上限である。(Yiの信頼区間ではないことに注意。こちらはmiに依存する。)

7. 30-32行目 結果のグラフ出力のために、表示に用いる記号と線種を指定する。interpolは

補間の指定であり、iterpol=noneは点を結ばないこと、また iterpol=spline はスプライ

ンとよばれる曲線による補間法によりデータをつなぐことを指定する。valueは点の表示の

指定であり、value=dotはデータの箇所に点を表示すること、value=noneは特に記号を表

示しないことを意味する。また、line=1は補間の表示に実線を用いること、line=2は破線

を用いることを指定する。詳しくはマニュアル SAS/Graph Software を参照。

8. 34-36行目 グラフ表示に用いる座標軸のラベルを指定している。

9. 38-40行目 グラフの表示の実行 (データと推定値)。plotステートメントの書式はつぎの通

りである。

plot 縦軸の変数 * 横軸の変数 = 表示記号 .... /オプション

ここで、 = 表示記号の部分は特に指定しなくてもよい。オプション overlayは、複数のグ

ラフを同一の画面に表示することを指定する。また frameは枠表示の指示である。

10. 42-44行目 グラフ表示の実行 (残差)。plotステートメントと vref=0.0は縦軸の値 0.0の位
置に水平線をひく。横軸の値で垂直線をひく時には href=0.0などとする。
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図 22: ロジスティック回帰の結果

以下は本格的な、線形モデルおよび対数線形モデルの教科書。
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30.4 ロジスティック回帰の出力例

モデル適合度の項にあらわれる基準は、それぞれつぎのようなものである。線形の（重）回歸の

場合と、ロジスティック回帰の場合を示す。

• Deviance: D(µ̂;y)

線形： ∑
i

(yi − µ̂i)2
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ロジスティック：

2l(π̃;y) − 2l(π̂;y)

ここで π̃は、yi/mi を表す。l(..; ..)は対数尤度をあらわす。

• Scaled Deviance: D⋆(µ̂;y)

線形： ∑
i(yi − µ̂i)2

φ

。 通常,φは残差分散の推定値。

ロジスティック：
2l(π̃;y) − 2l(π̂;y)

φ

ここで φは過大分散パラメータと呼ばれるもの。特に指定しなければ１。

• Pearson Chi-Square :
X2 =

∑
i

(yi − µ̂i)2/V (µ̂i)

線形：V (µi)は µi の値を特定した場合の、Yi の分散。線形の場合は、一般的には σ̂2。

ロジステッィク： µiが、miπiとなる。ただし、この場合は V (µ̂i) = miπ̂i(1− π̂i)。(比率の
推定値の分散は、V (π̂i) = π̂i(1 − π̂i)/mi である。)

• Scaled Pearson X2: X2/φを示す。ここで、φは過大分散パラメータ。特に指定しない場

合は１。

SAS システム 1

18:27 Monday, October 16, 2000

The GENMOD Procedure

Model Information

Description Value

Data Set WORK.TB82

Distribution BINOMIAL

Link Function LOGIT

Dependent Variable Y

Dependent Variable M

Observations Used 8

Number Of Events 291 死亡総数
Number Of Trials 481 昆虫の総数

Parameter Information

Parameter Effect

PRM1 INTERCEPT 定数項
PRM2 X
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Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value Value/DF

Deviance 6 11.2322 1.8720

Scaled Deviance 6 11.2322 1.8720

Pearson Chi-Square 6 10.0268 1.6711

Scaled Pearson X2 6 10.0268 1.6711

Log Likelihood . -186.2354 .

Analysis Of Parameter Estimates

Parameter DF Estimate Std Err ChiSquare Pr>Chi

INTERCEPT 1 -60.7175 5.1807 137.3562 0.0001

X 1 34.2703 2.9121 138.4879 0.0001

SCALE 0 1.0000 0.0000 . .

NOTE: The scale parameter was held fixed.

Likelihood Ratio Based Confidence Intervals For Parameters

(尤度比を用いたパラメータの信頼区間推定 )

Two-Sided Confidence Coefficient: 0.9500

Parameter Confidence Limits Parameter Values

PRM1 PRM2

PRM1 Lower -71.4423 -71.4423 40.2986

PRM1 Upper -51.0789 -51.0789 28.8557

PRM2 Lower 28.8540 -51.0821 28.8540

PRM2 Upper 40.3005 -71.4390 40.3005

SAS システム 2

18:27 Monday, October 16, 2000

Observation Statistics

Y M Pred Xbeta Std HessWgt Lower

6 59 0.0586 -2.7766 0.2870 3.2548 0.0343

13 60 0.1640 -1.6286 0.2051 8.2274 0.1160

18 62 0.3621 -0.5662 0.1472 14.3213 0.2984

28 56 0.6053 0.4277 0.1318 13.3789 0.5422

52 63 0.7952 1.3564 0.1620 10.2610 0.7386

53 59 0.9032 2.2337 0.2147 5.1567 0.8597

61 62 0.9552 3.0596 0.2737 2.6534 0.9258

60 60 0.9790 3.8444 0.3338 1.2307 0.9605

Observation Statistics

Upper Resraw Reschi Resdev

0.0985 2.5425 1.4093 1.2837

0.2268 3.1583 1.1011 1.0597
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0.4310 -4.4514 -1.1763 -1.1961

0.6651 -5.8976 -1.6124 -1.5941

0.8421 1.9042 0.5944 0.6061

0.9343 -0.2909 -0.1281 -0.1272

0.9733 1.7778 1.0914 1.2511

0.9890 1.2570 1.1331 1.5940
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31 対数線形モデル

31.1 ポアソン (Poisson)分布

ここまで扱ったデータは、連続値や比率が主であった。連続値をとる確率変数のなかで最も代表

的なものが正規分布であり、また 2つの選択肢 (0− 1値)をとる確率変数の和が 2項分布であった。
もう一種類のしばしば現れるデータは頻度であろう。確率的に変動する頻度を表す確率分布のな

かで、最も代表的なものがポアソン分布である。

タイルが敷き詰められている舗道を考えよう。タイルはすべて 10cm角、すなわち 100cm2の大

きさであるとする。小雨が降っており、1分間あたり平均するとタイル 1枚には µ個の雨粒が落ち

る。ある１分間に限ると、各々のタイルに落ちる雨粒の個数はどのようなものになるだろうか。こ

こで µ = 2と仮定してみよう。平均すると１枚あたりに落ちる雨粒の個数は 2であるが、当然のこ
とながらすべてのタイルに均等に 2個づつの雨粒が落ちる訳ではない。中には１個もあたらないも
のがあるかも知れないし、また中には３個、４個と多くの雨粒が落ちるものもあるだろう。この雨

粒の個数を表す確率変数は、ポアソン分布と呼ばれる次の分布に従う。ここで xの値はゼロ以上の

整数である。

Po(x|µ) = e−µ µx

x!
, (x = 0, 1, 2, ...) (202)

この分布は、2項分布 Bin(m,π)においてm× πの値を µに固定し、その上でmの値 (試行数)
を大きくしたものとみることができる。実際、2項分布は

Pr(x) = Bin(x|m,π) =

(
m

x

)
πx(1 − π)(m−x) (203)

で与えられるが、上の条件を仮定すると π = µ/mであり、

Pr(x) =

(
x∏

k=1

(m − k + 1)
km

)
mx(µ/m)x(1 − µ/m)(m−x) (204)

であり、mを十分大きくするとポアソン分布の式が得られることが分かる。

ポアソン分布には次のような特徴がある。

1. Po(x|µ)の平均は µであり、分散もまた µである。

2. 2つの確率変数X と Y とが各々平均 µ1、µ2 のポアソン分布に独立に従うとするならば、2
つの確率変数の和 Z = X + Y は平均 µ1 + µ2 のポアソン分布に従う。

2番目の性質は、最初に紹介したポアソン分布の性質から直観的に分かる。片方のタイルに落ち
る雨粒の個数が平均 µ1のポアソン分布であり、もう片方が平均 µ2であるとすると、両者の合計は

2枚を合わせたものの上に落ちる雨粒の個数とみなせるから、ポアソン分布になるだろうと推測が
つく。１番目の性質からポアソン分布の標準偏差は、平均が大きい程大きく、また平均に関する相

対的な標準偏差、つまり
√

Var(X)/E(X) = 1/
√

µは、平均が大きい程小さくなることが分かる。

頻度を被説明変数とする分析には、後に説明する対数線形モデル (ポアソン回帰モデルと呼ばれ
ることもある)を用いるのが標準的であるが、頻度を連続的な数値とみなして通常の回帰分析や分
散分析を利用する場合もある。この場合、これらのモデルでは、被説明変数 Y の分散がどのよう

な条件においても一定であると仮定していることに注意しなければならない。頻度データがポアソ

ン分布に従うならば (これは多くの場合自然な仮定である)、期待値が大きいほど分散も大きくな
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る。このため、Y の値と直接使うのではなく、頻度の平方根
√

Y を使った方がよい。Y の期待値

µが大きい場合には、近似的に次の式がなりたつ。

E(
√

Y ) ≅ µ 1/2 , Var(
√

Y ) ≅ 1/4 (205)

この変換により、近似的に分散が平均値によらず一定になることがわかる。

ポアソン分布は 2項分布の極限として表されることを先に説明したが、逆に 2項分布を 2つのポ
アソン分布を用いて導くこともできる。ここで、X と Y とが各々平均 µ1,µ2のポアソン分布であ

り、互いに独立であるとする。Z = X + Y とおき、Z = mとの制約下における X の条件づき分

布は、平均 µ1/µ2 の 2項分布 Bin(m,µ1/µ2)になる。

31.2 一般化線形モデル

通常の回帰分析や分散分析で用いるモデル（線形モデル）は、次のような特徴を持っている。

1. 一つの被説明変数（従属変数)Y に、１つまたは複数の説明変数（独立変数）X1, ..., Xpが影

響を及ぼしている。

2. 被説明変数の条件付き平均、つまりE(Y |x)は、説明変数の 1次式µx = β0+β1x1+· · ·+βpxp

であらわされる。

3. 被説明変数の条件付き分布は、一定の分散を持つ正規分布である。つまり、Y |x ∼ N(µx, σ2)
であり、σ2 は xの値による影響を受けない。ここで Y |xは、xを固定した条件の下での Y

をあらわす。

4. Y の観測値 yi, (i = 1, ..., N)は各々独立である。

先に説明したロジスティック回帰モデルは、上の 2番目と 3番目の仮定を次のように変更したも
のであった。

3. ηx = logit(µx)が、説明変数の 1次式であらわされる。

4. Y を値が 1と観測されたサンプル数とすると、Y |x,mx は 2項分布 Bin(mx, µx)に従う。

対数線形モデル (log-linear model)は、これらの仮定を次のように変更したものである。

3. 被説明変数の条件つき平均 µx = E(Y |x)の対数 ηx = log µxが、説明変数の 1次式であらわ
される。

4. Y |xはポアソン分布 Po(µx)に従う。

つまり、説明変数が一定の値だけ変化すると、Y の平均の比率がそれに対応して変化する。次の式

がこの関係の表現である。

ηx = log µx = β0 + β1x1 + · · · + βpxp (206)

このようなモデルを用いることの理由は、次のようなものである。

1. 頻度データがポアソン分布すると仮定するのが自然である場合が多い。
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2. 説明変数の効果は、頻度に線形の効果を持つと仮定するより、頻度の率に一定の効果を及ぼ
すと仮定する方が自然な場合が多い。

ためである。

線形モデル、ロジスティック回帰モデル、対数線形モデルの 3つにおける条件付き平均の構造は、
いずれも次のような形式で表現することができる。

ηx = g(µx) = βT x (207)

ここで、µx = E(Y |x) であるが、ロジスティック回帰のときは µx = E(Y/mx|x) である。上にあ
げた３つのモデルは、いずれも一般化線形モデル (generalized linear model)と呼ばれるモデ

ルの一例である。一般化線形モデルにおいて、被説明変数 Y の平均を変換する関数 gは、リンク

関数 (link function)と呼ばれる。ロジスティック回帰においては、リンク関数はロジット関数で

あり、対数線形モデルにおいては対数関数である。

31.3 ロジスティック回帰による 2× 2表の分析

まず、2× 2の頻度表を対数線形モデルによって分析する方法を示す。このデータにおいて性別
と意見の関係を調べるには、独立性の χ2 検定を行なう他に、ロジスティック回帰を用いることが

可能であり、また対数線形モデルを用いることも可能である。

ロジスティック回帰によって分析するには、まず性別 X1 を説明変数とする。X1 は男性のとき

0、女性のとき 1をとるとする。また、回答X2 を被説明変数とし、Yesのとき 0、Noまたは未決
定のとき 1 とする。ここで、次のような平均の構造を仮定する。

logit(µx1) = β0 + β1x1 (208)

µx1 はX1の値を x1とおいた場合のX2の平均、すなわちYesの回答率である。もし性別と回答が
独立ならば、性別が回答比率に影響を及ぼすことはない。これは β1 = 0が成立するということで
あり、

logit(µ0) = logit(µ1) ,すなわち log
µ0

1 − µ0
= log

µ1

1 − µ1
(209)

が成立することになる。これが成立するとオッズ比が１なので、性別と回答とが独立である。そこ

で、x1 がモデルを説明するために必要か否かの検定を行なえば、回答率と性別が独立であるか否

かが分かる。

31.4 対数線形モデルによる 2× 2表の分析

対数線形モデルを用いて 2× 2表を分析するには、行と列を表す 2つの変数 X1、X2 を説明変

数とし、被説明変数 Y は、各セルにおけるデータの件数 nij とする。ここで、X1とX2の値は 0,1
を取るものとし、セルの添字もこれに合わせ Yij = nij (i, j = 0, 1)と表記する。さらに Yij は平均

µij のポアソン分布に従うとする。また、X1.X2によって分散分析の場合と同様の交互作用項を表

すことにし、ここではこの 2値変数をX3 とおく。X3 = X1.X2 はX1 が 1でありかつX2 が 1で
あるときにのみ 1をとり、その他の場合には 0である。
この例において、一番複雑なモデル (フルモデル)によって指定される平均の構造は

ηx = log µx = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 (210)
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となる。より具体的に記述すると、

η00 = β0 (211)

η10 = β0 + β1 (212)

η01 = β0 + β2 (213)

η11 = β0 + β1 + β2 + β3 (214)

となる。個々の係数の意味を検討すると、β0は全体の件数の大きさを表し、β1は女性の被験者が

男性より全体でどれだけ多いかを表し、また β2 は「Noまたは未決定」の回答が Yesの回答より
全体でどれだけ多いかを示す。交互作用項にあたる β3 については、もし β3 がゼロであるとする

と、次のような式が成り立つ。

η10 − η00 = η11 − η01 = β1 (215)

これを変形すると

log
µ10

µ00
= log

µ11

µ01
(216)

となる。この式が成り立つとき、オッズ比は１である。すなわち、対数線形モデルにおける交互作

用項の係数 β3 がゼロであることが、X1 とX2 とが独立であることに対応している。

31.5 対数線形モデルの推定

対数線形モデルの推定もロジスティック回帰と同様に最尤法によって求める。添え字 i = 1, ..., N

がセルを表現するものとし、それに対応する頻度の観測値を yi、また説明変数 X1, ..., Xp の値を

xi1, ..., xip とする。このとき、各セルに対応するポアソン分布の平均は、次の式であらわされる。

µi = exp(ηi) = exp(β0 + β1xi1 + · · · + βpxip) (217)

また、ポアソン分布の尤度は、各 yi が独立であると仮定すると、

L(µ|y) =
N∏

i=1

exp(−µi)
µyi

i

yi!
(218)

となる。この対数をとると、

l(µ|y) =
N∑

i=1

(−µi + yi log µi − log(yi!)) (219)

となる。ポアソン分布の平均 µ = (µ1, ..., µN )は、β = β0, .., βp の関数であるから、これらの値を

調整して、l(y|µ)を最大化すれば、最尤推定値 β̂が得られる。モデルが特定の条件を満たす場合

には、β̂は yの明示的な式として表されるが、一般的には簡単な式ではあらわされないので、コン

ピュータを用いて逐次近似により計算する。

死後の人生についての意見データに、交互作用項まで含むモデルを当てはめると、次のような推

定値が得られる。この例は、交互作用項を含めるとフルモデルになるので、ある意味ではデータの

書き換えともみなせる。上の例では、交互作用項がほぼ無視しうること、つまり性別でYesの回答
率に有意な差のないことがわかる。
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係数 内容 推定値 標準誤差の推定値

β0 全体の切片 5.9269 0.0516
β1 女性 0.1484 0.0705
β2 Noまたは未決定 -1.0291 0.1006
β3 交互作用項 -0.0558 0.1387

31.6 2× 2× 2表の分析

与えられているデータが、2 × 2 × 2の分割表である場合の、対数線形モデルによる分析法につ
いて説明を加える。

観測されたデータを nijk, (i, j, k = 0, 1)とする。説明変数はX1, X2, X3とすると、モデルによっ

て表現される平均の構造は

ηijk = log E(µ|X1 = i,X2 = j,X3 = k) = βT x (220)

となる。ここで βと xとは、モデルに含まれる交互作用項の設定によって異なる。フルモデルす

なわち、すべての変数とそれらの交互作用項を用いる場合には、要因は

定数項, X1, X2, X3, X1 ∗ X2, X1 ∗ X3, X2 ∗ X3, X1 ∗ X2 ∗ X3 (221)

の 8つである。特に、2× 2× 2表であれば各々8次元のベクトルになる。ここで、上の各要素の自
由度は１である。

表 23: 2 × 2 × 2表の要因

添え字 定数項 X1 X2 X3 X1 ∗ X2 X1 ∗ X3 X2 ∗ X3 X1 ∗ X2 ∗ X3

(0,0,0) 1 0 0 0 0 0 0 0
(0,0,1) 1 0 0 1 0 0 0 0
(0,1,0) 1 0 1 0 0 0 0 0
(0,1,1) 1 0 1 1 0 0 1 0
(1,0,0) 1 1 0 0 0 0 0 0
(1,0,1) 1 1 0 1 0 1 0 0
(1,1,0) 1 1 1 0 1 0 0 0
(1,1,1) 1 1 1 1 1 1 1 1

より具体的にこれの変数の値を記述すると、表 23 のようになる。対数線形モデルは、多くの場
合、説明変数が離散的な変数（要因）であるデータについて適用されるが、これはモデルの持つ制

限ではない。説明変数が連続変数であるとしても、上にしめした 0− 1変数を連続値に置き換えれ
ば、分析可能である。離散変数と連続変数の交互作用は、連続値に 0－ 1を掛け合わせた変数に
なる。

フルモデルの意味するものは、３つの変数が互いに関係しあっているというものであり、これ以

上の解釈がしようがない。興味深いのは、３次の交互作用項がゼロであり、その上で、2次の交互
作用項のいずれかがゼロとみなせる場合である。X1 ∗ X3 がゼロである場合は、X1 とX2 は相互

に関係し合い、またX2とX3とは関係しているが、X2を固定するとX1とX3の間に直接の関係
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はない。つまり、X2を特定の値に固定した 2 × 2表において、X1とX3とは独立、すなわちオッ

ズ比が 1であることを示す。フルモデルにおいては、次のような式が成立する。

η000 = log µ000 = β0 (222)

η100 = log µ100 = β0 + β1 (223)

η010 = log µ010 = β0 + β2 (224)

η001 = log µ001 = β0 + β3 (225)

η110 = log µ110 = β0 + β1 + β2 + β12 (226)

η101 = log µ101 = β0 + β1 + β3 + β13 (227)

η011 = log µ011 = β0 + β2 + β3 + β23 (228)

η111 = log µ111 = β0 + β1 + β2 + β3 + β12 + β13 + β23 + β123 (229)

ここで、X2 = 0におけるX1 とX3 の 2 × 2表の対数オッズ比は、

log
µ000µ101

µ100µ001
= η000 + η101 − η100 − η001 = β13 (230)

であり、またX2 = 1における値は、

log
µ010µ111

µ110µ011
= η010 + η111 − η110 − η011 = β13 + β123 (231)

である。3次の交互作用項がゼロ、つまり β123 = 0であれば、2つの 2× 2表でオッズ比は等しく、
さらに β13 = 0であれば、両者のオッズ比は 1(対数オッズ比は 0)であり、X1 とX3 とが、X2 を

固定した各層において独立である。ここで、注意しなければならないのは、たとえ β123 = β13 = 0
が成立していたとしても、X2によって層別を行なわないX1とX3の 2× 2表においては、オッズ
比が一般的に 1とはならないことである。

31.7 モデルの比較

対数線形モデルを用いて実際に分析を行うには、線形モデルの場合と同様に、2つの点を考慮す
ることになる。１つは、特定のモデルを当てはめた結果得られる係数についての検討であり、もう

一つは、ある変数をモデルから除いた際の、当てはまりの程度の違いについての検討である。

係数 βの推定は最尤法を用いて行うので、これらの推定値 β̂の分散の近似値が理論的に求まる。

これを用いて、各々の β̂iの分散を求めることができる。SASなどの出力において、パラメータの
標準誤差 (standard error)として表示されているのは、このようにして求められたものである。あ
る変数（または要因の水準）に対応する係数の値が、標準誤差の大きさを考慮するとさほど顕著

に大きいとはいえないのなら、その変数が説明変数（頻度）に影響を及ぼしているとは結論でき

ない。係数の値が β̂i とし、この係数の分散の推定値が bi であるなら、真の値 βi がゼロであると

き β̂2
i /b2

i は自由度 1の χ2 分布に従うはずである。この分布と比較によって得られる上側確率が、

SASの出力に現れている。
モデルの比較は、ロジスティック回帰におけるのと同様に、χ2統計量を利用して行う。モデル１

は定数項,および Z1, ..., Zpをモデルに含むものとする。ここで Zj は、変数の主効果である場合も

あるし、交互作用項である場合もある。一方、モデル 0はモデル１から、Zp−q, ..., Zp の q個の変

数から除いたもの、つまり βp−q, ..., βpをゼロに固定したモデルとする。モデル 1を仮定して得ら
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れた最尤推定値を β̂1 とし、モデル 0の仮定のもとで得られた最尤推定値を β̂0 とする。それぞれ

の推定値に対応する対数尤度を、l(β̂1)、l(β̂0)とする。係数がとりうる範囲はモデル１の方が広い
ので、l(β̂1) ≥ l(β̂0)が常になりたつ。G2はフルモデルと検討しているモデルとの対数尤度比の 2
倍、つまり

2 × l(フルモデル) − 2 × l(β̂) (232)

によって定義される。モデル 0が真のモデルである場合には、G2（対数尤度比統計量の 2 倍）の
差が漸近的に自由度 qの χ2 分布に従う。つまり、

G2(M0) − G2(M1)
asym.∼ χ2(q) (233)

が成立する。この性質を用いて、モデルの比較を行うことができる。対数線形モデルの場合には、

ある変数の係数がゼロであるという仮説が棄却されるということは、その変数が何らかの効果を被

説明変数について及ぼしていることを意味する。また、交互作用項に対応する係数が有意であると

いうことは、それに係わっている変数の間に関係のあることを意味する。

2 × 2表の場合フルモデルには、{定数項,X1,X2,X1 ∗ X2 }の４つの変数が存在する。これをモ
デル 1とし、交互作用項 X1 ∗ X2 を除いたモデルをモデル 0とする。このとき、もしモデル 0が
真のモデルならば、

G2(M0) − G2(M1)
asym.∼ χ2(1) (234)

となる。各セルの平均は次のような式で推定される。

η00 = log µ00 = β0, (235)

η10 = log µ10 = β0 + β1, (236)

η01 = log µ01 = β0 + β2, (237)

η11 = log µ01 = β0 + β1 + β2 + β12 (238)

(239)

この式から、オッズ比を求めると、

θ =
exp(2β0 + β1 + β2 + β12)

exp(2β0 + β1 + β2)
= exp(β12) (240)

が常に成立する。これは即ち β12が対数オッズ比であることを示しており、β12 = 0であることと、
行と列とが独立であることとが同値であることがわかる。

31.8 過大分散 (over dispersion)

対数線形モデルは、ポアソン分布を用いてモデルの構築を行なう。ポアソン分布の特徴として、

平均が µであれば分散も µであり、平均が定まれば分散の大きさも同時に定まることがある。こ

のような特徴は、正規分布の場合にはない。正規分布は、平均と分散を別のパラメータとして持っ

ている。

対数線形モデルのこのような性質が、ときには問題を引き起こすことがある。次のような分析を

行なう場合を考えて見よう。

ある疾病の発生件数を説明するモデルを考える。市区町村毎に人口と発生件数のデータが得られ

ていると仮定し、ある地域 iの発生件数を次のモデルで説明する。

log µi = β0 + xi1 (241)
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ここで、β0は定数項 (切片)であり、全データにおける発生率の水準に対応し、xi1は地域 iの人口

の対数を表すものとする。

ここで、xi1は人口の影響を表しているが、地域の個別の特性が、発生率に影響しているとする

ものではない。もし、地域の別によらず、発生率を説明することができるのなら、上のモデルは

データによく当てはまるはずである。しかし、発生率に影響を及ぼす要因が他にあり、それが地域

毎に少しずつ異なっているなら、モデルは厳密にはあてはまらなくなる。

他に発生率に影響を与える地域の属性を説明する変数があり、それを用いてモデルを拡張すると、

log µi = β0 + xi1 + β2xi2 (242)

のようになる。この場合、推定される Y の分散は前の式よりは小さくなるが、なお真の平均がこ

の式からずれており、その要因を特定できない場合はしばしば生じる。

このような状況に対応するためには、次の 2つの方法がある。

1. Y の分布がポアソン分布ではなく、平均の異なるポアソン分布の混合であるとして推定を行

う。ポアソン分布の母数 µが確率変数であり、ガンマ分布に従っていると仮定すると、Y の

分布は負の 2項分布になる。

2. Y の厳密な分布は特定せず、ポアソン分布を仮定した場合と同様の平均構造を持ち、分散が

ポアソン分布の場合の定数倍であるとする。この定数倍をあらわすパラメータを過大分散パ

ラメータ (overdispersion parameter)と呼ぶ。

後者の場合には、確率分布が厳密には特定されないので、最尤法の理論をそのまま適用すること

はできないが、最尤法とほぼ同様の計算手順によって、妥当な推定を行える。この方法は疑似尤度

法 (quasi-likelihood method)と呼ばれる。
過大分散パラメータ φ の推定を、β の推定と同時に行う。過大分散を指定するということは、

データに次のような構造を仮定することである。

ηx = g[µx] = g[E(Yx|x)] = βT x (243)

ξx = φh[µx] = Var(Yx|x) (244)

ここで φの値は、xよらず、全体において一定であると仮定している。また関数 hは、過大分散パ

ラメータを指定しない（φ = 1)場合の分散をあらわす関数である。ポアソン分布の場合には、hは

恒等関数（値がかわらないもの）である。上の拡張されたモデルの下では、φ ̸= 1ならば、Yx の

分布はもはやポアソン分布ではない。また、この仮定では Yxの平均と分散が指定されるのみであ

り、分布が具体的には特定されないので、最尤法を利用することができない。しかし、最尤法と同

様の計算によって良い推定を行うことが可能である。また、過大分散パラメータの大きさは

φ̂ =
1

N − p

N∑
i=1

(Yi − µ̂i)2

h[µ̂i]
(245)

によって推定する (pは定数項を含む説明変数の数)。この場合、推定される Y の条件付き平均は、

過大分散パラメータを指定しない場合と等しいが、推定されたモデルの適合度とパラメータの標準

誤差は異なる。
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31.9 ロジスティック回帰と対数線形モデル

ロジスティック回帰は、対数線形モデルと密接な関係がある。

ロジスティック回帰における 2 値変数を Y とし、説明変数がX1,X2の 2 つの 2 値変数である場
合を考える。このとき、フルモデルは

logitπx = α0 + α1x1 + α2x2 + α12x1x2 (246)

となる。これを (222)～(229)と比較してみる。ここで、X3 を Y とすると、

logitπij = α0 + iα1 + jα2 + ijα12 (247)

であり、これは πij = µij1/(µij0 + µij1)であることを考慮すると、

logitπij = log µij1 − log µij0 (248)

= β3 + iβ13 + jβ23 + ijβ123 (249)

となる。ここで、係数に注意すると

α0 = β3, α1 = β13, α2 = β23, α12 = β123 (250)

の関係がなりたっていることが分かる。Y の全般的な水準 α0が、対数線形モデルにおけるX3 = Y

の 1反応の全体水準 β3 に対応し、その他のロジスティック回帰における回帰係数は、対数線形モ

デルにおける Y と各変数との交互作用の大きさに対応している。

32 Rによる対数線形モデルの分析

SASでは、プロシジャGENMODまたは CATMODによって対数線形モデルの推定を行える。
GENMODは一般化線形モデルの推定を汎用的におこなうためのプロシジャであり、連続変数を説
明変数として含む対数線形モデル (ポアソン回帰とも呼ばれる）やロジスティック回帰も行うこと
が可能である。

SplusまたはRで対数線形モデルの分析を行なうには、関数 glmかまたは関数 loglinを用いる。

glmはデータフレームを分析対象とし、一般化線形モデルの推定を行う関数である。連続変数およ

び離散変数の両者を説明変数とすることが可能である。被説明変数を件数を表す変数とし、確率分

布をポアソン分布に指定すると対数線形モデルの分析が行なえる (オプションで family=poisson

と指定する。)
一方 loglinは多重集計表を分析対象とするので、説明変数は離散変数に限られることになるが、

利用方法は glmより簡単である。

多重集計表を作成するには、関数 tableを用いる。ベクトル x、y、zがそれぞれ値 1,2,10,20,30,
"a","b","c","d"をとる同じ長さ nの変数であるとき

tab1 <- table(x,y,z) とすると、tab1が 2 × 3 × 4の集計表（24個のセルを含む）になり、そ
れぞれのセルには該当するデータの件数が代入される。ベクトルの長さは nなので、セルの数を

合計すると nになる。作成される表の見出し (ラベル）としては、それぞれの要因として x、yな

どの変数名が、水準名には変数の水準名または値が表示される。

以下は、多重集計表の例である。

以下はR-1.5.0での glmを用いた分析例である。最初のデータフレーム tb86dを作成し、ついで
関数 glmによって対数線形モデルの当てはめを行っている。
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表 24: 自動車事故における乗員の負傷

負傷

性別 場所 シートベルト 無し 有り

女性 市街 無し 7287 996
有り 11587 759

郊外 無し 3246 973
有り 6134 757

男性 市街 無し 10381 812
有り 10969 380

郊外 無し 6123 1084
有り 6693 513

Agresti,A. (1996) An Introduction to Categorical Data Analysis, Wiley. 表.6.8 より
Source: Dr Cristanna Cook, Medical Care Development, Augusta,Maine.

> tb86d <- read.table("seatbelt.dat",header=T)

> tb86d

Gender Location SeatBelt Injury Count

1 F U N n 7287

2 F U N y 996

3 F U Y n 11587

4 F U Y y 759

5 F R N n 3246

6 F R N y 973

7 F R Y n 6134

8 F R Y y 757

9 M U N n 10381

10 M U N y 812

11 M U Y n 10969

12 M U Y y 380

13 M R N n 6123

14 M R N y 1084

15 M R Y n 6693

16 M R Y y 513

> tb86d.glm <- glm(Count ~ Injury*SeatBelt+ Injury*Location +Injury*Gender+

SeatBelt*Location*Gender,family=poisson,data=tb86d)

> summary(tb86d.glm)

Call:

glm(formula = Count ~ Injury * SeatBelt + Injury * Location +

Injury * Gender + SeatBelt * Location * Gender, family = poisson,

data = tb86d)

Deviance Residuals:

1 2 3 4 5 6 7 8

0.16160 -0.43483 -0.42327 1.69037 -0.15190 0.27851 0.51823 -1.44646

9 10 11 12 13 14 15 16

0.21675 -0.76754 0.09329 -0.49684 -0.34700 0.83292 -0.05675 0.20564

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
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(Intercept) 8.08784 0.01654 488.884 < 2e-16 ***

Injuryy -1.21640 0.02649 -45.918 < 2e-16 ***

SeatBeltY 0.62713 0.02027 30.940 < 2e-16 ***

LocationU 0.80411 0.01966 40.891 < 2e-16 ***

GenderM 0.63640 0.02015 31.579 < 2e-16 ***

Injuryy:SeatBeltY -0.81710 0.02765 -29.551 < 2e-16 ***

Injuryy:LocationU -0.75806 0.02697 -28.105 < 2e-16 ***

Injuryy:GenderM -0.54483 0.02727 -19.982 < 2e-16 ***

SeatBeltY:LocationU -0.15752 0.02441 -6.453 1.09e-10 ***

SeatBeltY:GenderM -0.54186 0.02590 -20.925 < 2e-16 ***

LocationU:GenderM -0.28274 0.02441 -11.584 < 2e-16 ***

SeatBeltY:LocationU:GenderM 0.12858 0.03228 3.984 6.78e-05 ***

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 61709.5207 on 15 degrees of freedom

Residual deviance: 7.4645 on 4 degrees of freedom

AIC: 184.92

Number of Fisher Scoring iterations: 3

出力の説明

Deviance Residualsは、ポアソン分布を仮定している場合には

sign(yi − µ̂i) ×
√

2(yi log(yi/µ̂i) − yi + µ̂i)

を表す。

Coefficientsは、βの値であり、Std Errorは標準誤差 (推定値の標準偏差)を示す。z value

は推定値を標準誤差で割ったもの。

Null devianceは、定数項のみのモデルを仮定した場合のG2 の値。Residual devianceは指

定したモデルについての G2。自由度 4の χ2 分布において 7.464に対応する上側確率は 0.1133で
ある。

AICは赤池情報量基準

33 層別データのロジスティック回帰による分析

先に層別の 2× 2分割表において、独立性の検定を CMH統計量を用いて行い、また共通オッズ
比をMH統計量を用いて推定することを紹介したが、このような構造を持つデータをロジスティッ
ク回帰を用いて分析することも可能である。

各層の 2× 2の行を対照群 x0 = 0と実験群 x1 = 1を表すものとし、列が反応 (Y = 0, Y = 1)を
表すものとする。さらに各層 (k = 1, ...,K) は共通のオッズ比 exp(β)を持つものと仮定する。こ
こで、

logit(πjk) = αk + βxj , j = 0, 1, k = 1, ...,K (251)

のようなロジスティック回帰モデルにより、層別された 2 × 2表の構造を表すことができる。
もし、各層の各セルに十分な標本があれば最尤法を用いて推定することが可能であるが、層の数

が多く各層内の標本数が小さい場合には最尤法によって良い推定値を得ることが難しい。特に 1対
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1のケースコントロール研究の場合には、各層には 2つの標本しか含まれず、最尤法による推定値
β̂X は層の数が多いときほぼ 2βX となることが知られている。

Mantel-Haenszel推定量はこのような場合にもうまく共通オッズ比を推定するように工夫された
方法であるが、ロジスティック回帰の推定法を工夫することにより、この問題に対応することが可

能である。

基本的なアイデアは Fisherの正確検定のように周辺分布について条件を制約し、その制約下で
の正確な分布を求め、この尤度 (条件付き尤度 conditional likelihood)を最大化する β を求め

るというものである。このような方法をとることの利点は、条件付き尤度は αk をパラメータとし

て含まないので、推定すべきパラメータの数が層の数に依存しないことによる。そのため最尤法の

漸近的な特徴が生かされて優れた推定を行うことができる。

ここで、より一般的に標本に通し番号 i = 1, ...N がついているものとし、標本 iの説明変数の値

を xij , (j = 1, ..., p)とする。説明変数が実験群と対照群の違いだけなら p = 1で xi1 は離散的な

値 0 − 1をとる。
標本 iにおける反応の確率は

Pr(Yi = yi) =
exp

[
yi(α +

∑p
j=1 βjxij)

]
1 + exp(α +

∑p
j=1 βjxij)

(252)

さらに、Y1, ..., YN が独立であるとし同時分布を考えると、

Pr(Y1 = y1, ..., Yn = yN ) =
exp

[
(
∑

i yi)α +
∑p

j=1(
∑

i yixij)βj)
]

∏
i

[
1 + exp(α +

∑p
j=1 βjxij)

] (253)

ロジスティック回帰では、βj の値を観測された標本から推定する。尤度を βj の関数とみると、(yi)
の尤度への影響は

∑
i yi および

∑
i yixij , j = 1, ..., pの値によって決まる。このような統計量は十

分統計量と呼ばれる。

ここで、(yi)の値をこれらの十分統計量が観測された値に一致するものに限定し、その条件のも
とでの確率を考え、さらにそれについての尤度を検討することにする。もしXj が連続値をもつも

のである場合には、このような (yi)の集合を考えるのは難しいが、Xj が 2値である場合には、単
純な組み合わせ問題 (件数は大きいが)になる。
ここで、

∑
i yixi2 = tとし、この制約を満たす (yj) の集合を S(t) = (y∗

1 , ..., y∗
N )とおく。また∑

i yixij = tj , (j = 1, ..., p)、
∑

i yi = t0 とし、
∑

i y∗
i xij = t∗j , (j = 1, ..., p)、

∑
i y∗

i = t∗0 とする。

これらの集合に (yi)を限定した場合の条件付確率を考えると、次の式で与えられることがわかる。

Pr(Y1 = y1, ..., Yn = yn|
∑

yixi2 = t) = Pr(Y1=y1,...,Yn=yn)∑
S(t)

Pr(Y1=y∗
1 ,...,Yn=y∗

n)
(254)

=
exp

(
t0α+

∑
j

tjβj

)
/
∏

i

[
1+exp(α+

∑
j

βjxij)
]∑

S(t)
exp

(
t∗0α+

∑
j

t∗
j
βj

)
/
∏

i

[
1+exp(α+

∑
j

βjxij)
] (255)

=
exp

(
t0α+

∑
j

tjβj

)∑
S(t)

exp
(
t∗0α+

∑
j

t∗
j
βj

) (256)

ここで分子と分母の指数関数の内部において t∗2 = t2が常に成立するので、この項が相殺されるた

め、上の式は β2には依存しないものになる。この条件付尤度を最大化するパラメータを求めるこ

とにすると、推定する必要のないパラメータを消去することにより、通常の最尤法より望ましい推

定値を得ることができる。
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このアイデアをケースコントロール研究データに適用すると、各層での反応 (Y = 1)の件数が
観測値に一致するような yi の組を想定することになる。ここで第 k層のコントロールとケースの

反応をそれぞれ y0k および y1k と表記し、これらの値の和を sk = y0k + y1k と置く。sk = 0また
は sk = 2の場合には、取りうる値は一通りしかないため、複数の可能性を考える必要があるのは、
sk = 1の層のみとなる。ここで、各標本の反応確率は

Pr(Yjk = yjk) =
exp [yjk(αk + jβ)]
1 + exp [(αk + jβ)]

(257)

であり、sk = 1の層の条件付き確率は次の式となる。

Pr(Y0k = 0, Y1k = 1|sk = 1) =
exp(αk + β)

exp(αk + β) + exp(αk)

=
exp(β)

1 + exp(β)

Pr(Y0k = 1, Y1k = 0|sk = 1) =
exp(αk)

exp(αk + β) + exp(αk)

=
1

1 + exp(β)

ここで、全ての層についての条件付確率を考えると、sk = 0および sk = 2の層については 1で
ある。ここで sk = 1となる層の個数をmとし、そのうち yk1 = 1となる層の個数をm1 とする。

またm − m1 = m2 とする。

P (Y01 = y01, Y11 = y11, ..., Y0K = y0K , Y1K = y1K |s1, ..., sK) =(
m

m1

)(
exp(β)

1 + exp(β)

)m1
(

1
1 + exp(β)

)m2

これは 2項分布の尤度と同じものであるので、exp(β̂)/(1 + exp(β̂)) = m1/m を満たす βが尤度を

最大にする。これより、β̂ = log(m1/m2)となる。
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結ぶ辺として幾何学的に表現するもの)についての解説。離散変数と連続変数とが混在する多変量
データのためのモデル (条件付正規モデル)の性質と、分析ソフトウェアMIMの利用法の解説に
重点をおいている。条件付き正規モデルは、離散変数に限定すれば対数線形モデルであり、また多

変量分散分析 (MANOVA)も特殊ケースとして含む。数式表記が一貫していないので読みづらい
が、利用範囲は広いと思われる。MIMの学生版 (データ件数の制約あり)は無償でダウンロードで
きる。http://www.hypergraph.dk/
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34 クラスター分析

これまでに説明した手法は、いずれも影響関係の強さを同定することを目的としているが、統計

的な分析手法のもう一つの重要な役割として、複雑な相互関係を簡潔に記述することがある。複数

の変数が分析対象となる統計的分析手法は、一般的に「（統計的）多変量解析法」とよばれるが、

狭義にはこのような相互関係の記述のための手法を意味する。

広く用いられている多変量解析法には、クラスター分析（クラスタリング）、主成分分析、因子

分析、共分散構造分析（因子分析と回帰分析の統合モデル）、多次元尺度法、潜在クラス分析など

がある。

ここでは、クラスター分析のうち、特に「非階層的クラスター分析」と呼ばれる手法（より具体

的には k−means法と呼ばれる方法）と、主成分分析法について解説する。
クラスター分析とは、複数の（多くの場合は、かなり多数の）対象をそれらの類似性にもとづい

て、互いに類似した群に類別する手法の総称である。階層的手法と非階層的手法とに大きく分類さ

れる。階層的手法は、生物分類に現れるような木構造を（非）類似性データに基づいて作成する。

最近隣法、最遠隣法、ウォード法など複数の方法がある。一方、非階層的方法は、木構造を作成せ

ずに互いの類似性に基づいて対象をまとめることにより、複数の群を構成する。

ここでは、非階層的方法のうち代表的な手法である k−means法について説明する。
k−means法は、多変量の数値がそれぞれの対象について観測されている場合、これらの観測値
に基づいて類別を行う。類別する群の個数は最初に指定する。観測されている変数が p個あるもの

とし、これらの k個の群の中心が次のベクトルで表されるものとする。

µj =


µ1j

µ2j

...
µpj

 , (j = 1, ..., k)

また、各対象の観測値は次のように表されるものとする。

xi =


x1i

x2i

...
xpi

 , (i = 1, ..., n)

ここで、各対象 iが k個の群のうち、最も近いµj によって代表される群に所属するものとする。

このとき、これらの k個の中心によって代表される群の全体としての当てはまりの悪さを

SS =
n∑
i

∥xi − µj(i))∥2

によって表すことにする。ここで、j(i)は対象 iに最も近い µj の添え字 j をあらわし、また記号

∥...∥はベクトルの長さを表す。
k個の µj が設定されるならば、それぞれの xiに一番近い µj は２点間の距離を計算すれば通常

は一通りに定まるので、指標 SS の値を求めることができる。また、もう一方で µj が不明であっ

ても、もしそれぞれの xiの k個の群への類別が定まっているならば、µj を群 jに属する xiの（多

変量の）平均とおけば SSが最も小さくなるので、µj を決定することができる。しかしながら、一

般的には SS を最小にする µj と類別の方法を同時に知ることができない。
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このため、実際の計算においては、適当に µj , (j = 1, ..., k)を設定し、それに対する各 xi の所

属を求め、ついで SS を計算する。ついで、xi の所属を逐次変更することにより、それに伴って

SS を最小にする µj も変更されるが、これらの更新により SS が逐次減少するように所属の変更

を行う。厳密には SSを最小にするためには対象の所属について全ての組み合わせを検討するしか

ないが、これを実行するのは対象数が極めて少ない場合を除いて、組み合わせの数が極めて大きい

ために現実的ではない。そこで、対象の所属の更新方法に工夫を凝らし、多くの場合に妥当な解を

与えるような手法が提案されている。

図 23,24は、R.A.Fisherの著作に取り上げられている３つの品種のアヤメのガク長、ガク幅、花
弁長、花弁幅の４つの変数のデータを示すものである。この分析には Rシステムのサンプルデー
タを利用した。図 23はガク長、ガク幅であり、また図 24は花弁長、花弁幅を示す。また、図中の
シンボルはアヤメの３つの品種を表す。それぞれの品種は 50個のサンプルからなっている。
ここで、k = 4として k−means法によって得られた類別を表示色によって表している。
このような例では、正しい分類がデータから得られているので、あえて測定値からグループを推

定する方法はないが、ここでは手法の特徴を示すための例として用いている。

ガクと花弁の長さ・幅から、種別を推定するには、ロジスティック回帰やこれを拡張した多項ロ

ジスティック回帰、その他多様な手法が利用可能である。これらは、工学的なパターン認識の分野

で、一般的に「教師あり学習」と呼ばれる。つまり、正しい結果がわかっているデータを教師（お

手本）として分類規則を推測し、予測を行うものである。一方、クラスター分析などのように「正

しい分類」についてのデータが存在しない状況のもとで、データの構造や規則性についての推測を

行う手法は、「教師なし学習」と呼ばれる。

クラスター分析は、回帰分析や分散分析に比べて、分析の枠組みが必ずしも明確でない場合があ

るが、実用性は大きい。特に大量のデータを取り扱う場合には、まず少数のグループに（被験者な

どの）標本を分類し、それらのグループについて特徴を把握すると、全体の様子をよく理解できる

ことが多い。特に、社会科学分野では、地理情報と各種の統計情報を組み合わせることにより、地

域ごとの特性をパターンに分類することなどに利用できる。

比較的古い統計的多変量解析の文献では、階層的クラスター分析の手法が解説されていることが

多いが、個人的経験からは非階層的手法の方が、実用上の価値が大きいと思われる。

回帰分析や分散分析のような、明快な理論があるわけでなないので、モデルのよさを評価するの

は、一般的には難しい。特に、クラスターの数 kをどのように設定するかについて、様々な提案が

あるが、一般的な指針があるわけではない。また、観測値に基づく点間の距離に基づいて分類を行

うために、それぞれの変数の尺度が分析結果に影響を及ぼすことに注意する必要がある。（回帰分

析では、変数の尺度は F 検定などの結果に影響を及ぼさない）

社会科学でのクラスター分析の応用例の代表的なものとして倉沢・浅川 (2004)、がある。これ
は、東京の地域別の各種の統計情報を地図上に濃淡表現し、またクラスター分析によって地域特性

のグループを構成して表現したものである（旧版は 1984年の出版）。
SPSSでは、「分類」-「大規模ファイルのクラスタ」の指定が、k−means類似の手法を提供して

いる（詳細アルゴリズムはマニュアルからではわからないが）。

最近のクラスター分析の先端的技術動向については、神嶌 (2003a,2003b)が詳しい。

参考文献
[1] 倉沢進、浅川達人（編）(2004). 新編 東京圏の社会地図　１９７５－９０, 東京大学出版会.
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[2] 神嶌敏弘 (2003a) データマイニング分野のクラスタリング手法（１）– クラスタリングを使ってみよう！
– , 人工知能学会誌,18(1),59-65.

[3] 神嶌敏弘 (2003b) データマイニング分野のクラスタリング手法（２） – 大規模データへの挑戦と次元の
呪いの克服 –, 人工知能学会誌,18(2),170-176.

35 主成分分析

主成分分析 (Principal Component Anlalysis, PCA)は，多変量データの分析法としてもっとも
広く用いられているものの一つである．PCAが求めるのは連続変数間の相互依存関係の簡潔な表
現であり，説明変数と被説明変数の区分のないデータセットを対象として適用される．

分析対象となる変数を Xj , (j = 1, .., p)と記述し，さらに得られているデータの値を xi,j , (i =
1, ..., n; j = 1, ..., p)と表す．ここで iはサンプル（上の例では被験者）を表し jは変数を表す．PCA
の目的は，データ全体をよくあらわし得る少数の変数を求めることにある．

このために、次の指標を最小化するような，X1, ..., Xpの 1次式として表されるZk, (k = 1, ..., q)
を求める．ただし，各 Zk はまた qは pより（通常は大幅に）少ない数である．

SSQq =
p∑
j

E(∥Xj −
q∑
k

ajkZk∥2) (258)

式中の Eは期待値を表す記号である．この値は，観測変数Xj を Zk, (k = 1, ..., q)の 1次式で予測
した残差 2乗和を、p個の変数Xj , (j = 1, ..., p)について足し合わせたものである．
ここでX1, ..., Xp を要素とする縦ベクトルをX とし，ajk を要素とする p × qの行列をAとす

る．Z1, ..., Zq を要素とする縦ベクトルをZ と表記する．またZ の各要素がX の 1次式であるの
で，q × pの行列Bを用いて Z = BX とかける．AB = C とおくとAZ = CX となる．

この記号を用いると上の式は，次のように書き表される．

SSQq = traceE{(X − AZ)(X − AZ)T } (259)

= traceE{(X − CX)(X − CX)T } (260)

= trace(Ip − C)E(XXT )(Ip − C)T (261)

主成分分析の手続きは,観測変数の 1次式を求め,それが元の観測変数を良く予測するように調
整することに相当する．

上の式ではAとZが一意には定まらない．実際 q× qの正則行列Gを一つ定めると，A1 = AU

および Z1 = G−1Z とすると，A1 と Z1 によっても同じ SSQq の値が得られる．

この条件を満たす C = AB はつぎのようにして求められる．E(XXT ) = ΣXX とおく．この

行列の固有値分解が次の式で与えられるとする．

ΣXX = UΛUT (262)

ここでU は直交行列であり，またΛは固有値 (λ1, ..., λp)を成分とする対角行列である．Λの対角要

素は降順に並んでいるものとする．このときU の第 1列から第 q列をU1とすると，A = BT = U1

とおくことにより SSQq を最小化することができる．またこのようにして得られた Zk を第 k主

成分と呼ぶ．上の定義より E(Z2
k) = λk であることが分かる．また，k ̸= lならば，E(ZkZl) = 0

である．

各Zk の原点移動を許す場合には，E(X) = E(AZ)であるときに SSQq が最小になることが計

算によってわかる．これは各Xj の平均がゼロとなるように原点移動して上述の SSQq を平均ゼロ
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の Z について最小化することに等しい．また，主成分分析の結果は各 Xj の尺度に依存すること

に注意する必要がある．あるXj の分散が際だって大きければ，分析結果はXj を重視したものに

なる．

このようにして得られたZ は，X の特徴を少数の変数によって表していると解釈できる．また，

Aの j行 aj は変数Xj のプロフィールと見倣せる．つまり，Xj とXlとが互いに類似した変数で

あるなら (相関が大きく，分散も同程度なら)，aj と alとは類似した値を持つはずである．もしXj

とXlとの相関が−1に近いなら，aj と alとは原点についてほぼ対称な値をとる．また，aj の長

さの 2乗 aT
j aj は，q個の主成分によって表されるXj の分散の比率になっている．

35.1 SAS PROC FACTOR による主成分分析

主成分分析を SASで行なうには、PROC PRINCOMP か PROC FACTOR を用いる。PROC
FACTOR は本来、因子分析 (Factor Analysis)を行なうためのプロシジャであるが、オプション
の指定によって主成分分析も行なえる。ここでは PROC FACTORによる方法を示す。

35.2 データ

ディレクトリ/home/otsu/cl14a0/sasにつぎのファイルがある。必要に応じてコピーして利用

せよ。

• meth2pres.data 月別気圧データ (1000HPからの違い)

• meth2pres.doc 説明

• meth2pres.dat 同上、観測地名を含まず。

• meth2pres.row 観測地名のみのファイル

• meth2temp.data 月別気温データ

• meth2temp.doc 説明

• meth2temp.dat 同上、観測地名を含まず。

• meth2temp.row 観測地名のみのファイル

つぎが meth2pres.dataの内容である (表頭の見出しはファイルには含まれていない)。

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec Mean

WAZIMA 27 27 51 105 152 192 236 249 209 153 102 56 130

AIKAWA 30 28 52 104 149 188 231 248 211 157 107 61 131

NIIGATA 20 22 49 107 159 200 242 257 214 155 99 49 131

KANAZAWA 29 31 60 119 168 207 250 262 220 161 108 60 140

TOYAMA 21 24 55 115 165 204 246 258 215 156 103 53 135

NAGANO -12 -4 31 102 155 194 236 245 199 133 72 19 114

TAKADA 19 19 45 111 161 202 245 257 214 153 98 49 131

UTUNOMIYA 14 24 57 116 164 200 236 249 209 151 93 39 129

HUKUI 25 29 61 123 172 210 253 263 220 158 104 55 139

TAKAYAMA -23 -17 20 91 144 186 225 232 187 120 60 9 103

MATUMOTO -10 -4 32 102 153 191 232 239 192 125 68 18 111

KARUIZAWA -38 -34 -5 63 115 155 193 201 156 94 43 -11 78
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MAEBASI 28 35 65 124 171 208 244 255 213 156 103 55 138

KUMAGAYA 31 39 70 127 174 210 246 259 217 159 105 55 141

MITO 25 31 62 117 162 196 233 248 210 154 101 49 132

TURUGA 40 42 70 127 173 210 254 266 225 167 117 69 147

GIHU 36 44 76 135 181 219 259 270 229 171 115 63 150

NAGOYA 36 43 75 135 180 217 256 268 228 169 114 62 149

IIDA 6 16 51 115 160 197 236 243 202 138 80 30 123

KOUHU 18 33 71 130 173 211 248 257 216 154 97 40 137

TYOUSI 58 63 89 134 170 197 228 248 228 182 137 87 152

TU 45 49 75 131 177 216 255 267 228 171 118 69 150

HAMAMATU 54 60 89 141 181 215 250 264 233 180 131 80 156

SIZUOKA 60 68 96 144 183 217 252 265 234 182 135 84 160

TOUKYOU 47 54 84 139 184 215 252 267 229 173 123 74 153

OWASE 57 63 90 140 177 211 248 259 228 176 127 80 155

YOKOHAMA 49 53 82 136 179 210 246 262 226 170 122 75 151

OOSIMA 62 64 86 130 168 197 230 245 217 170 131 90 149

HATIZYOUZIMA 103 104 124 163 192 220 252 266 248 208 172 130 182

SAIGOU 39 40 63 114 159 196 241 256 215 161 112 68 139

SASを用いて分析するときには、 meth2pres.data と meth2temp.dataを用いればよい。他の

ファイルを用意したのは、あとで説明する xgobiを利用するためである。
つぎの SASプログラムは、気圧データを対象とする分析の例である。

data pres;

infile ’meth2pres.data’;

input site$ jan feb mar apr may jun /* データの読み込み */

jul aug sep oct nov dec myear;

proc print; /* 読み込み内容の確認 */

proc factor data=pres

method=principal /* この指定で主成分分析を実行 */

factors=3 /* 抽出する主成分の数の指定 */

score /* 主成分スコアの出力の指定 */

outstat= out2; /* 各種の情報を SASデータセットに出力 */

var jan feb mar apr may jun /* 分析対象とする変数の指定 */

jul aug sep oct nov dec;

proc score data=pres score=out2 out=out3;

/* 前の出力からスコアを計算 */

proc print data=out2;

proc print data=out3;

run;
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36 Splusによる主成分分析

主成分分析を行う場合には、prcompと princomp の両者の関数が使えるが、princompの方が

使い易い。

ただし princompで推定される共分散行列は最尤推定値 (N − 1でなくN でわるもの)であるの
で、注意すること。

> meth2pres <- read.table("/home1/otsu/cl14a0/sas/meth2pres.data")

> dimnames(meth2pres)[[2]] <-

c( "Jan","Feb","Mar","Apr","May","Jun","Jul",

"Aug","Sep","Oct","Nov","Dec","Mean");

>

> meth2pres.princomp <- princomp(meth2pres[,1:12],score=T)

ここで meth2pres.princompに主成分分析の結果が保存される。オプションの socre=Tは、主成

分スコアを結果に保存するか否かの指定。Tの場合には、保存する。

> names(meth2pres.princomp)

[1] "sdev" "loadings" "correlations" "scores" "center"

[6] "scale" "n.obs" "call" "factor.sdev" "coef"

# 計算結果には、各種の情報が保存されている。
> meth2pres.princomp$sdev

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp. 5 Comp. 6 Comp. 7 Comp. 8

69.62844 17.58248 8.417505 3.208257 2.34953 1.349806 1.248197 0.9788613

Comp. 9 Comp. 10 Comp. 11 Comp. 12

0.7796257 0.5001162 0.3501511 0.2876585

# 上は主成分得点の標準偏差。共分散行列の推定法の違いのため
# prcomp による値と若干異なっている。
>

> meth2pres.princomp$loadings

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp. 5 Comp. 6 Comp. 7 Comp. 8 Comp. 9

Jan 0.387 0.274 -0.111 0.384 -0.149 0.152 -0.453 0.269

Feb 0.383 0.174 0.226 0.170 -0.440 0.224

Mar 0.350 0.470 -0.317 -0.329 0.403 -0.325

Apr 0.257 -0.200 0.466 0.316 0.213 -0.305 -0.228 0.366

May 0.194 -0.325 0.259 0.428 -0.530 0.199

Jun 0.155 -0.415 0.144 0.116 0.263 0.594 -0.363

Jul 0.132 -0.487 -0.264 0.375 -0.127 0.472 -0.224 0.186 0.102

Aug 0.158 -0.414 -0.371 -0.294 -0.578 -0.124 0.119 0.140

Sep 0.233 -0.203 -0.191 -0.447 -0.270 -0.402

Oct 0.301 -0.190 -0.563 -0.102 0.124 0.189 -0.163 -0.257

Nov 0.353 0.202 -0.188 -0.252 0.214 0.124 0.254 0.579 0.498

Dec 0.376 0.293 -0.335 0.271 0.476 -0.308 -0.459

Comp. 10 Comp. 11 Comp. 12

Jan 0.295 -0.266 -0.364

Feb -0.386 0.461 0.364

Mar 0.306 -0.128 -0.247

Apr -0.144 -0.329 0.349

May -0.187 0.274 -0.418

Jun 0.364 -0.109 0.260

Jul -0.271 0.141 -0.329

Aug -0.282 0.337

Sep 0.402 0.511

Oct -0.468 -0.371 -0.212

Nov 0.142

Dec 0.203
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計算結果の要素のうち sdevは、主成分スコアの標準偏差（固有値の平方根）であり、loadingsは

固有ベクトル（因子分析の用語を転用して因子負荷量 factor loadings とも呼ばれる）。固有ベク
トルを表示すると絶対値の小さい箇所を自動的に省略する。行列には、すべての値が保持されて

いる。

36.1 固有ベクトルのプロット表示（PostScript出力)

> postscript(file="meth2plot01.ps",horizontal=F,

width=6,height=6)

> plot(meth2pres.princomp$loadings[,1],meth2pres.princomp$loading[,2],

xlim=c(-1,1),ylim=c(-1,1),type="n")

> text(meth2pres.princomp$loadings[,1],meth2pres.princomp$loading[,2],

dimnames(meth2pres.princomp$loadings)[[1]])

> dev.off()

Generated postscript file "meth2plot01.ps".
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図 25: 固有ベクトル (因子負荷量) 第 1主成分と第 2主成分

36.2 サンプルスコアのプロット表示（PostScript出力)

> postscript(file="meth2plot02.ps",horizontal=F,width=6,height=6)
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> plot(meth2pres.princomp$score[,1],meth2pres.princomp$score[,2],type="n")

> text(meth2pres.princomp$score[,1],meth2pres.princomp$score[,2],

+ dimnames(meth2pres.princomp$score)[[1]] )

> dev.off()

Generated postscript file "meth2plot02.ps".
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図 26: 主成分スコア 第 1主成分と第 2主成分

36.3 主成分分析のまとめ

観測データが p個の変数 X1, ..., Xp からなるとする。また、これらの変数の共分散行列 をつぎ

のように表す。

S =
1

N − 1
(wjk) , wjk =

N∑
i=1

(xij − x̄j)(xik − x̄k)

ここで、N はデータの件数であり、xij は変数Xj の第 i番目のサンプルにおける値を示す。また、

x̄j はXj の標本平均を表す。

また、ここで S の固有値と固有ベクトルをそれぞれ

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λp ; u1, ...,up

とする。これらは

Suj = λjuj , (j = 1, ..., p)

129



が成立していることを意味する。また固有ベクトルは各々長さ１、つまりuj
′uj = 1, (j = 1, ..., p)

であり、また互いに直交するように取られているものとする。

ある対称行列の異なる固有値に対応する固有ベクトルは、互いに直交することがつぎの様にして

分かる。

Su1 = λ1u1 とし、また Su2 = λ2u2 としよう。ここで λ1 ̸= λ2 とする。u2
′Su1 =

u2
′(λ1u1)であるが、λ1は定数 (スカラー)であるから、この式は λ1u2

′u1である。また、

Sが対称行列であることを考慮すると、u2
′S = (Su2)′であるので、u2

′Su1 = λ2u2
′u1

でもある。ここで、λ1 ̸= λ2 とすると、u2
′u1 = 0でなければならない。これは、２つ

のベクトルが直交していることを意味する。

固有値が同一の場合には対応する固有ベクトルは、必ずしも直交するとは限らないが (つまりた
がいに直交しないベクトルが固有ベクトルでありうる)、直交するような固有ベクトルの組を選ぶ
ことは可能である。これ以降、固有ベクトルの組は互いに直交するように、また長さが１であるよ

うに選ばれていると仮定する。

行列 S の固有値を u1, ...,up とし、これらを並べた p × p の行列を U = (u1, ...,up)とおく。こ
の行列の各列の長さは１で、互いに直交しているので、直交行列 (orthogonal matrix)になる。つ
まり U ′U = UU ′ = Ip である (Ip は p次の単位行列)。
また、U の定義から

SU = UΛ

である。ここで Λは λ1, ..., λp を要素とする対角行列である。上の式に、右から U ′ を掛けると

SUU ′ = S = UΛU ′

となる。つまり、S が直交行列 U と対角行列 Λの積に分解される。これを、対称行列の固有値分
解 (eigenvalue decomposition)と呼ぶ。
つぎに、主成分分析に関係する基礎的な性質をまとめる。

1. Ya = a1X1 +a2X2 + . . .+apXpの分散は a′Saと表される。ここで a′ = (a1, ..., ap)である。

2. ベクトル aの長さが１であるという制約のもとでは (つまり a′a = 1)、a = u1のとき a′Sa

の値が最大値 λ1 になる。

3. aの長さが１であり、かつu1と直交するという制約のもとでは (つまり、a′a = 1 , u1
′a = 0)、

u2 が a′Saの値を最大にする。

4. Yb = b1X1 + b2X2 + . . . + bpXp とし、b′ = (b1, ..., bp)とする。Ya と Ybの共分散は a′Sbで

ある。

5. u1 は (最大固有値に対応する)主成分直線の方向を表す。

6. (重要): 主成分直線はデータの重心 (平均) (x̄1, ..., x̄p)を通る。

7. P1 = u1u1
′ とおく。P は p × pの対称行列である。P1 は直交射影子である。つまり対称で

ありかつ冪等 P1P1 = P1 である。P1 のランク (階数)は１である。

8. I − P1 も直交射影子であり、ランクは p − 1。ここで I は単位行列。
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9. 任意の長さ pのベクトル xについて、P1xと (I −P1)xとは直交する。なぜなら、P1x
′(I −

P1)x = x′P1
′(I − P1)x = x′(P1 − P1)x = 0であるから。

10. もし、xが u1 の定数倍ならば P1x = xである。

11. P1xは、原点を通り u1の方向をもつ直線へ、点 xから垂線をおろした交点 (垂線の足)であ
る。残差ベクトルは x− P1x = (I − P1)xと表される。残差ベクトルと主成分直線とは直交
する。

12. SP1 = λ1P1 である。

13. (重要): これ以降、データは中心化されているとする (つまり平均ゼロになっている)。

14. ukj を uj の第 k 番目の成分とする。Zj = u1jX1 + . . . upjXp と定義する。第 i番目のデー

タを xi(p次元の縦ベクトル)で表すと、i番目のサンプルにおける Zj の値は、uj
′xである。

この値を zij と表す。これが第 iサンプルの第 j主成分得点である。Zj の平均 (
∑N

i=1 zij/N)
は (j = 1, ..., p)について 0である。

15. (重要): Zj の平均はゼロ、分散は uj
′Suj = λj である。

16. P1xi = u1u1
′xi = Zi1u1 である。ここで、Zi1 はスカラー (数値)なので、前に持ってくる

ことができる。

17. 一般的に v = (v1, ..., vp)′ の分散共分散行列が Σ であるとする。A を q × p の行列とし、

w = Avとする。w は q次元のベクトルである。このとき、wの分散共分散行列は AΣA′と

なる。

18. 残差 x − P1x = (I − P1)xの分散共分散行列は、(I − P1)′S(I − P1) = S − λ1P1 である。

19. ２番目以降の固有ベクトルについても、Pj = ujuj
′ , (j = 2, .., p)とする。S = λ1P1 +λ2P2 +

· · ·λpPp である。したがって、残差の分散共分散行列は S − λ1P1 =
∑p

k=2 λkPk とかける。

20. 残差ベクトルの長さの２乗和は trace(S−λ1P1) =
∑N

k=2 λk である。ここで trace(トレース、
跡和)とは、正方行列の対角要素の和である。

21. N × pのデータ行列をX とおく。第 k主成分得点は zk = Xuk と表される。これはN × 1
のベクトルである。また、平均はゼロである。

22. 前述の通り、zk の分散は λk である。また、k1と k2が異なれば、zk1 と zk2 の共分散はゼ

ロである (したがって相関もゼロ)。

つぎに、主成分分析の解釈に関連する事項をまとめる。

1. p × pの共分散行列 S において、q 個の顕著に大きな固有値が存在するものとする。上位 q

個の固有値に対応する固有ベクトルをならべた p × qの行列を UA = (u1, ...,uq) = (ujk)と
する。

2. もし、Xj1とXj2の相関が 1に近ければ、UAの第 j1行と j2行とは、ほぼ正の定数倍になっ

ている。

3. さらにXj1 とXj2 の分散がほぼ同じであるならば、UA の第 j1 行と j2 行とは、ほぼ等しく

なる。
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4. もし、Xj1 と Xj2 の相関が −1に近ければ、UA の第 j1 行と j2 行とは、ほぼ負の定数倍に

なっている。

5. さらにXj1 とXj2 の分散がほぼ同じであるならば、UA の第 j1 行と j2 行とは、原点をはさ

んでほぼ対称な座標を持つ。

6. Xj の分散は Sの第 (j, j)成分 sjj であらわされる。この内、q個の主成分で表される分散は、∑q
k=1 λku2

jk である。

7. sjj =
∑q

k=1 λku2
jk ならば、すなわち ujk = 0, (k = q + 1, ..., p)ならば、Xj の変動は q個の

主成分によって完全に説明される。

8. データの分散の標準化を行なわなければ、主成分分析は変数の尺度によって本質的な影響を
受ける。大きな分散を持つ変数が重視される結果が得られる。

36.4 Splusによる主成分分析 (続き)

もし、すべての変数を平均ゼロ、標準偏差 1として計算するには、つぎのようにする。

> data1 <- as.matrix(meth2pres[, 1:12])

> for(i in 1:12) {

me <- mean(data1[, i])

sd <- sqrt(var(data1[, i]))

data1[, i] <- (data1[, i] - me)/sd

> }

これで、data1の各列が標準化される。

つぎのようにして、data1の平均と分散を確認してみる。

> apply(data1,2,mean)

Jan Feb Mar Apr May

-1.165734e-16 -2.035409e-17 -1.205055e-16 1.887379e-16 7.512509e-16

Jun Jul Aug Sep Oct Nov

2.109424e-16 -7.179442e-16 6.652086e-16 8.174017e-16 1.44329e-16 1.702342e-16

Dec

7.956598e-17

> diag(var(data1))

[1] 1 1 1 1 1 1

各列の平均はほぼゼロ (計算誤差のため完全にゼロにはなっていない)、また分散も 1となってい
る。varは各列を変数として、分散共分散行列を求める。diagはその対角成分 (ここでは各変数の
分散)を求める関数である。
課題： 十種競技 1995年日本 50傑のデータが

/home/otsu/cl14a0/Miyakawa/zyusyu0.data にある。被験者番号および変数名もファイルに含

まれている。

つぎの手順を踏んで主成分分析と偏相関係数の検討を Splusを用いて行ないなさい。
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1. cp /home/otsu/cl14a0/Miyakawa/zyusyu0.dat . などとしてファイルをコピーする。

2. ファイルの内容を lessコマンドなどを用いて確認する。

3. つぎのようなコマンドを用いてデータを読み込む。

> zyusyu <- read.table("zyusyu0.dat",header=T)

データフレーム zyusyuは 11変数を含み、1列目は被験者番号 (順位)であるので、prcomp

を適用する場合には、上の気圧データと同様に as.matrix を用いて変換する必要がある。
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37 因子分析

37.1 因子分析のモデル

多くの変数を取り扱う統計的分析法は、一般的に多変量 (統計) 解析と呼ばれる。主成分分析
(PCA)は、多変量解析のなかで、最も広く使われている手法の一つである。計算は比較的単純で
あり (対称行列の固有値計算のためには信頼性の高い計算法が開発されている)、解釈も容易であ
る。しかし、欠点としては変数の測定尺度に結果が依存することがあげられる。分析に用いられる

変数の分散が異なれば、何らかの基準を用いて事前に標準化を行なわなければ、結果は本質的に異

なるものになる。

因子分析 (Factor Analysis)の利用目的は、主成分分析と類似したものであるが、主成分分析と
はいささか異なるモデルと推定方法を用いている。

観測データが p 次元のベクトルX = (X1, ..., Xp)′ で表されているものとする。因子分析が仮定
するモデルはつぎのようなものである。

X = Λp×mf + ε (263)

ここで f は次元mの縦ベクトルであって (m < q)、直接には観察できない潜在的な変数 (共通
因子, common factor)を表す。Λは p × mの行列であって、各変数がどの共通因子の影響を受

けているかを表すものであり、因子負荷量 (factor loading)と呼ばれる。また、ε = (ε1, ..., εp)′

は p次元の縦ベクトルであり、知能テストにかかわる歴史的経緯から独自因子 (unique factor)

と呼ばれる。上の式を要素毎にあらわすとつぎの式が得られる。

Xj = λj1f1 + · · · + λjmfm + εj , (j = 1, ..., p) (264)

ここで、f の分散行列 (m×m)を Φ、また εの分散行列 (p× p)を、Ψとおくことにする。さら
に、f と εが統計的に独立であることを仮定すると、つぎの式が成り立つ。

Var(X) = Σ = ΛΦΛ′ + Ψ (265)

ここで、上式の左辺は観測データの分散行列によって推定できるが、右辺の各要素は直接には分

からない。そこで、幾つかの仮定をおいて右辺の要素を推定し、これらを用いてデータの解釈を行

なう。ここで、因子負荷量 Λ は主成分分析における固有ベクトルと類似した意味を持つ。
多くの場合につぎのような仮定をおいて分析を行なう。

1. f の各要素 fi は互いに独立に、平均ゼロ、分散１の正規分布に従う。

2. εの各要素 εj は互いに独立であり、また f の各要素とも独立に、平均ゼロ、分散 ψj の正規

分布に従う。

これらの仮定のもとで、X の分散は

Var(X) = Σ = ΛΛ′ + Ψ (266)

となる。ここで、 Ψは ψ1, ..., ψp を要素とする対角行列である。

このモデルは、p個の変数の分散行列がランク (階数)mの対称行列 ΛΛ′と、対角行列 Ψの２つ
の成分の和として表されることを主張するものである。
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37.2 推定方法

では、実際にデータが与えられているときに、どのようにして Λと Ψを求めたらよいのだろう
か。ここで、データから得られる p × p の分散行列 S をつぎのようにして定義する。

S =
1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄) (267)

ここで、xiは第 i番目の標本ベクトルを表し、x̄は標本平均
∑N

i=1 xi/N を表す。もし、xの真の

分布が平均 µ、分散行列 Σ0 の p変量正規分布であるのならば、S の値は標本数 N が増大するに

つれて、Σ0 に次第に近付いてゆく。

もし因子分析モデル (266)が正しく、しかもデータの件数が十分にあるのなら、S ≈ Σ0 が成立

しているはずである。そこで、S ≈ Σ = ΛΛ′ + Ψとなるように ΛとΨを選ぶことによって、推定
を行なえる。ここで問題となるのは、つぎの２点である。

1. どのような基準によって S と Σの近さを定義するか。

2. どのような場合に、Λと Ψの一意性が保証されるか。つまり、Λ1 ̸= Λ2 または Ψ1 ̸= Ψ2 が

成立しているにもかかわらず、Σ1 = Λ1Λ′
1 + Ψ1 と Σ2 = Λ2Λ′

2 + Ψ2 とが等しくなることが

ないか。

最初の問題については、いくつかの基準が用いられている。ひとつは trace(S − Σ)2 = ∥S −
Σ∥2 =

∑p
j=1

∑p
k=1(sjk − σjk)2 であり、通常これをを 1/2倍したつぎの値を重みなし最小２乗基

準 (Unweighted Least Squares, ULS)と呼ぶ。

FULS(S; Σ) = (1/2)trace{(S − Σ)2} (268)

主因子法 (Principal Factor Analysis)と呼ばれている推定方法は、Ψを何らかの方法によって最初
に推定し、ΛをULSと同等の基準によって推定するものである。また、Ψ = 0としてULSによる
推定を行なうと、主成分分析 (PCA)と同じ解が得られる。
また、より理論的に洗練された基準としては、一般化最小２乗基準 FGLS とウィシャート最尤基

準 FWML とがある。これらは各々つぎの式で定義される。

FGLS(S; Σ) = (1/2)trace[{(S − Σ)W−1}2] (269)

FWML(S; Σ) = log(detΣ) + trace(SΣ−1) − log(detS) − p (270)

一般化最小２乗基準は、差の要素 sjk − σjk の分散と共分散を考慮した基準である。これが利用

しているのは、正規性の仮定のもとで成立するつぎの２つの性質である。ここで、σjk は真の分散

行列の要素である。

1. sjk の平均は σij である。

2. sjk と slm の共分散は (σjlσkm + σjmσkl)/(N − 1)である。

上の性質を考慮すると、W = Σとして FGLS 基準を最小化することにより、優れた推定を行なえ

ることが理論的に導かれる。実際にはΣは未知であるので、推定値としてW = Sとおく。すると

つぎのような式が得られる。

FWGLS(S; Σ) = (1/2)trace{(Ip − ΣS−1)2} (271)
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一方、最尤法は、xが正規分布に従うとの仮定の下で、SがWishart分布と呼ばれる分布W (Σ/(N−
1), N − 1)に従うことを用いて得られる。Sの確率密度関数は、正定値な Sの値についてつぎのよ

うな式で与えられる (憶える必要はないが)。S が正定値でないときには密度ゼロである。

w(S| 1
N − 1

Σ, N − 1) =
(detS)(N−p−2)/2 exp{−N−1

2 trace(Σ−1S)}(N − 1)p(N−1)/2

2p(N−1)/2πp(p−1)/4(detΣ)(N−1)/2
∏p

i=1 Γ[(N − i)/2]
(272)

ここで Γは Γ(ガンマ)関数である。これは階乗 (n!)の連続関数への拡張とみなせる。実際 nが正

の整数なら Γ(n + 1) = n!である。
上の式 (272)の対数を Σの関数と見倣すと、

−N − 1
2

{traceΣ−1S + log(detΣ)} +定数 (273)

と書き表される。上述の FWMLは対数尤度を−2/(N − 1)倍し、定数を加えて S = Σのときゼロ
になるよう調整したものである。

２つの基準 FWML,FWGLS のいずれも SΣ−1(またはこの逆行列の ΣS−1)の関数である。実際、
FWML には log(detΣ) − log(det S)の項が現れるが、これは log(detΣ/det S) = log{det(ΣS−1)}
と変形される。

行列の性質から、Dを正則な (逆行列のある)対角行列とし、S2 = DS1D、また Σ2 = DΣ1Dと

するとつぎの等式が成立する。

FWML(S1; Σ1) = FWML(S2; Σ2) ; FWGLS(S1; Σ2) = FWGLS(S2; Σ2) (274)

上の式は、変数の尺度か変わってもこれらの基準を用いた推定によって得られる結果が本質的には

同じものであることを意味する。実際に得られる Λや Ψの値は変化するが、変数の尺度による影
響を表すものである。

37.3 識別可能性

つぎに、S が与えられたときに、Λと Ψが一意的に決まるか否かについて検討する。
まず、Λについては、Λ2 = Λ1V (V はm×mの直交行列)とすると、Λ2Λ2

′ = Λ1UU ′Λ1
′ = Λ1Λ1

′

であるので、ケースの如何を問わず直交行列についての不定性は存在する。Λは p×mの大きさで

あるので、m× p個のパラメータを持つが、直交行列の不定性がm(m− 1)/2個分あるので、実質
mp − m(m − 1)/2個のパラメータを推定していると見倣せる。共分散行列 Σは対称であるので、
p(p+1)/2個分の変数で完全に表現される。Ψの分 p個を含めて (m+1)p−m(m−1)/2 ≤ p(p+1)/2
でなければ、一意的な解は求まらない。厳密には、「陰関数定理」と呼ばれる解析学の定理を用い

て証明される。

簡単な p = 2, m = 1のケースについて考えてみよう。

Σ =

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)
, Λ =

(
λ1

λ2

)
, Ψ =

(
ψ1 0
0 ψ2

)

であり、モデルが与える分散行列はつぎのようになる。

Σ = ΛΛ′ + Ψ =

(
λ2

1 + ψ1 λ1λ2

λ1λ2 λ2
2 + ψ2

)
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この場合推定すべきパラメータは 4個 (不定性は符号の正負のみ)であるが、共分散行列は 3つのパラ
メータで表される。モデルパラメータの値は完全に自由に定まる訳ではないが、λ2

1 < σ11 , λ2
2 < σ22

の制約内で、σ12 = λ1λ2 とする方法は無数に存在するため、パラメータを一意に決定することは

できない。

変数が３個に増えた１因子モデルでは、パラメータの数は 6個であり、p(p + 1)/2 = 6にちょう
ど等しい。因子分析モデルがあてはまる範囲の Σについて、解は一意に求まる。例えば

Σ =

 1
1/3 1
1/5 2/5 1


とすると、λ1 =

√
1/6, λ2 =

√
2/3, λ3 =

√
6/25, ψ1 = 5/6, ψ2 = 1/3, ψ3 = 19/25とおくと、

正確に Σ = ΛΛ′ + Ψが成立する。
通常、因子分析を応用する場合には、多くの変数があり、因子数m は pよりかなり小さいこと

を想定しているので、識別可能性の問題がしばしばおこる訳ではない。しかし、場合によっては上

述の 2変数の場合と類似の構造が、より大きな問題の一部にあらわれて、推定されるパラメータの
値が不安定になる場合もある。一つの例は、ある因子に対応する因子負荷量が、2つの変数のみに
おいてゼロでない値をとり、他の変数についてはゼロとなる場合である。この場合は、２変数１因

子の場合と類似の条件であり、パラメータの一意性が失われる。

識別可能性のついては構造方程式モデル (後述)との係わりで、Bollen (1989) 4章、Johnston
(1984) などにより詳しい説明がある。

37.4 因子の回転

先に、因子分析によって得られた因子負荷量 Λには回転の不定性があることを指摘した。分析
結果として考察されることが最も多いのは Λ のパターンであるが、もし、適当な回転 (右からの
m×mの直交行列を掛けること)によって、Λが解釈しやすくなるのなら、その方が望ましい。ま
た、因子 f の各要素が独立であるとの制約を外すならば、直交行列にとどまらず、より一般的な

正則行列による変形が可能になる。

ここで、最初に得られた因子得点を Λ1 とする。因子 f の各要素 f1, ..., fm が互いに独立で分散

１であるとの仮定のもとで、つぎの式が成り立つ。

Var(Λ1f) = Λ1Λ′
1 (275)

ここで、T をm × mの正則行列とし、 g = T−1f とおく。また Λ1T = Λ2 とする。

Λ1f = Λ1TT−1f = Λ2g

であるので、

Var(Λ1f) = Var(Λ2g)

である。このとき Ψ = Var(g) = T−1Var(f)T−1′ = T−1T−1′ = (T ′T )−1 である。これは T が直

交行列であるときのみ単位行列となる。

ここで T を適当に選ぶことによって、Λ2を解釈しやすい形に変形する方法を考える。この操作の

ことを一般的に因子の回転 (factor rotation)と呼ぶ。T を直交行列に制限するものを、直交回転

と呼び、特に直交行列に制限せず正則行列一般の範囲で考えるものを斜交回転 (oblique rotation)
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と呼ぶ5。また、特定のターゲット Λ0を指定しておき、Λ2がなるべくこれに近くなるように T を

選ぶことをプロクラステス変換 (Procrustes transformation)と呼ぶ。通常、ターゲット行列

を Λ3とするとき、Λ2 = Λ1T として、trace{Λ3 −Λ2)(Λ3 −Λ2)′}を最小化するように Λ2を選ぶ。

これは要素毎の差の２乗和を最小化することを意味する。

では Λがどのようなパターンをもっているならば、解釈しやすいといえるだろうか。このため
の基準として様々のものが可能であり、またそのための多くの方法が提案されているが、ここでは

バリマックス (Varimax)法とプロマックス (Promax)法の２つについて紹介する。

解釈を容易にする一つのパターンは、「Λの各列の要素が特定の行 (変数)についてのみ大きな絶
対値をもち、他の多くの行についてはゼロに近い値を持つ」というものである。例えば、因子負荷

量がつぎのようなパターンである場合には、因子と変数の関係の解釈が容易である。

Λ =



⋆ 0 0
⋆ 0 0
⋆ 0 0
0 ⋆ 0
0 ⋆ 0
0 ⋆ ⋆

0 0 ⋆

0 0 ⋆

0 0 ⋆


(276)

バリマックス法はつぎの基準を最大化するように直交行列 T を求めるものである。

1
p

m∑
k=1

p∑
j=1

(λ2
jk − µk)2 (277)

ただしここで、µk =
∑p

j=1 λ2
jk/pである。上の式 (277)は、λ2

jk の各列の分散の和を示すものであ

るので、これを大きくするように直交行列 T を選ぶということは、Λの各要素を２乗したものの
各列の分散の和が大きいことを意味する。もし、何らかの直交行列 T によって、(276)のようなパ
ターンを得ることが可能なら、バリマックス基準 (277)を最大化するように T を選ぶことによって

目的に近い Λを得ることができるはずである。
プロマックス法は、バリマックス法と斜交プロクラステス変換を組み合わせた方法である。つぎ

の様な手順をとる。

1. 最初に得られた因子負荷行列を Λ1 とし、これをバリマックス法によって直交回転したもの

を Λ2 = Λ1T1 とする。

2. Λ2 の大きさを標準化したあと絶対値の大小関係を冪乗によって強調したものを Λ3 とする。

3. Λ3 をターゲットとして、Λ2 の斜交プロクラステス変換を行ない、その結果得られた Λ4 =
Λ2T2 = Λ1T1T2 を因子負荷行列とする。

ここで T1 は直交行列であるが、T2 は一般の正則行列であるので、最終的に得られる変換行列

T3 = T1T2 は、斜交回転となる。

5よく考えると。斜交回転という呼び方はあまり適切でない。一般的に回転とは図形の直交する角を保つ変換であるか
ら、直交回転以外の変換を「回転」と呼ぶのは誤解を招きやすい。
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37.5 あてはまりの評価

因子分析モデルのデータへのあてはまりを評価する場合、つぎの２つの側面がある。

1. 各変数の分散のうち共通因子がどれだけを説明しているか。

2. データから得られた分散行列 S が因子分析モデル Σ = ΛΛ′ + Ψにどの程度あてはまってい
るか。

１番目の基準は、２番目の基準がよくあてはまっていたとしても、大きいとは限らない。実際、Λ
の要素にくらべて Ψの対角成分が大きい場合でも、正確に S = Σが成立することはありうる。

37.5.1 共通性

最初の基準を測る指標としては、共通性 (communality)とよばれるものがある。変数Xj につ

いての共通性はつぎの式で与えられる。

h2
j =

Var(
∑m

k=1 λjkfk)
Var(Xj)

=
σjj − ψj

σjj
, (j = 1, ..., p) (278)

これは Xj の分散のうち、共通因子によって説明される部分の比率をあらわす。各 fj の分散が１

で互いに統計的に独立であることを考慮すると、Var(
∑m

k=1 λjkfk) =
∑m

k=1 λ2
jk である。また、多

くの推定法においては sjj = σ̂jj が成立するので、(278)は
∑m

k=1 λ2
jk/sjj とかける。文献によって

は、比率ではなく Var(
∑m

k=1 λjkfk)そのものを共通性と呼ぶ場合もある。
厳密に考えれば、独自因子の分散 ψj には、その変数の特殊性による成分 (specificity)と、単

なる測定誤差の両者が含まれている。測定誤差の大きさは繰り返しをともなう測定などによって、

因子分析とは別の手続きで評価しなければ分からない。

Harman(1976)では、観測変数の分散を１に基準化し、それをつぎの３つの部分に分割している。

Var(Xj) = 1 = h2
j + b2

j + e2
j (279)

ここで、h2
jが共通性、b2

jが特殊性であり、e2
jが測定誤差である。また、b2

j+e2
jが独自性 (uniqueness)

であり、1 − e2
j を信頼性 (reliability)と呼んでいる。

37.5.2 モデル適合度

ウィシャート一般化最小２乗基準 (WGLS)とウイッシャート最尤基準 (WML) については、適
合度指標 FWGLS と FWMLの漸近的な性質を用いて検定を行なえる。これらの値の (N − 1)倍は、
つぎの基準が成立しているならば、標本数N が大きくなるときいずれも漸近的に χ2分布に従う。

1. データは多変量正規分布に従う。

2. 分布の真の共分散行列は Σ0 = Λ0Λ0
′ + Ψ である。

このとき、(N − 1)FWGLS , (N − 1)FWML のいずれもつぎの自由度の χ2 分布に漸近的に従う。

p(p+1)/2−(モデルの自由パラメータ数) = p(p+1)/2−{pm+p−m(m−1)/2)} = (p−m)2/2−(p+m)/2
(280)
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この性質を用いて、モデルが適切か否かの検討を行なえる。つまり値が χ2分布について、小さ

な上側確率を持てば、モデルは適合していないことになる。

ここで、χ2適合度検定の特徴として注意すべきことは、サンプル数N が大きくなると、些細な

Σと Sの違いが、次第に厳しく判定されるようになることである。現実のデータにおいては、厳密

にモデルが成り立っていることはないので、サンプル数が極めて大きい場合の χ2 検定の p値は、

このような傾向を持つものであることを、あらかじめ知っておく必要がある。

また、つぎのような適合度指標が最尤法の場合には、用いられる。

• AIC (Akaike’s Information Criterion, AIC), (Akaike, 1973; 赤池,1976):
−2 ×最大対数尤度+ 2 × (自由パラメータ数)

• BIC (Schwarz’s Bayesian Information Criterion, BIC), (Schwarz, 1978):
−2 ×最大対数尤度+ log N × (自由パラメータ数)

これらは最大対数尤度が大きくなると減少し、モデルパラメータ数が大きくなると増加する。AIC
は赤池弘次によって、時系列モデルの次数選択のために開発された。また、BICは AICへの批判
としてベイズ事後確率の評価に基づいて Schwarz(1978)によって提案された。これらの指標を最小
とするモデルが、良いモデルとされる。ここで、

−2 × (最大対数尤度) = (N − 1)FWML +定数

である。定数部分はモデルを変更しても分析対象となる変数が変わらなければ影響を受けないの

で、因子数の異なるモデルの良さを比較する場合には考慮する必要がない。

また、Jöreskog & Sörbom (1986) はつぎのように適合度指標 (Goodness of Fit Index, GFI)と、
修正適合度指標 (Adjusted GFI, AGFI)を最尤法について定めた。

GFIWML = 1 − trace{(Σ̂−1S − I)2}
trace{(Σ̂−1S)2}

(281)

AGFIWML = 1 − p(p + 1)
2df

× (1 − GFIWML) (282)

また、彼らは重みなし最小２乗法についても、つぎの基準を定義した。

GFIULS = 1 − trace{(S − Σ̂)2}
trace(S2)

(283)

AGFIULS = 1 − p(p + 1)
2df

× (1 − GFIULS) (284)

さらに Tanaka & Huba (1985) は一般化最小２乗法について、つぎの指標を提案した。

GFIWGLS = 1 − trace{(I − Σ̂S−1)2}
p

(285)

AGFIWGLS = 1 − p(p + 1)
2df

× (1 − GFIWGLS) (286)

ここで dfとは、推定の自由度 (つまり p(p+1)/2−推定パラメータ数)のことである。Bollen(1989)
の記述ではこれらは、おのおの GFIML, GFIGLS などとなっている。

正規最尤基準は FNML = (N − 1)FWML/N と定義されるが、ウィッシャート最尤基準と区別し

ての記述は、Browne & Arminger (1995)による。
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38 因子得点の推定

因子分析の応用で最も利用されるのは因子負荷量 Λのパターンであるが、因子得点 (f または回
転後の g)もデータの解釈を行なうために有益である。主成分分析の場合と異なり、因子分析にお
いて因子得点は間接的に定義されている。モデルによって指定されているのは、f の分布のみであ

り、特定のサンプルに対応する因子得点 f iは、何らかの方法で推定しなければならない。このため

のいくつかの推定法が提案されている。バートレット (Bartlett)推定量、トムソン (Thomson)

推定量などと呼ばれるものがある。

被験者 iの因子スコアを f i とし、これが未知の固定されたパラメータであるとみなす。因子分

析のモデル

Xi = Λf i + εi (287)

を考えると、因子スコア f iを推定を推定する問題は、ε の共分散行列Ψと Λとが既知であるとす
ると、Λをデザイン行列とし、f i を未知変数とする重回帰分析の問題、つまり最小２乗法とみな

せる。この場合、注意すべきは εの各要素が、独立同分散ではないことである。上の条件を考慮す

ると、f i の最小２乗推定量は、観測値が xi であるとき

f̂ i = (ΛT Ψ−1Λ)−1ΛT Ψ−1xi (288)

で与えられる。この式で推定される因子スコアをバートレット推定量という。このとき、つぎの式

が成立する。ここで、Γ = ΛT Ψ−1Λとである。

E[(f̂ i − f i)(f̂ i − f i)
T ] = (ΛT Ψ−1Λ)−1 = Γ−1 (289)

一方、もし f i を確率変数と考え、さらにXi との同時分布を考えると、つぎの式が成り立つ。

ここで、f i と εi とは、独立であることに注意する。

Var(Xi) = ΛT ΦΛ + Ψ (290)

Cov(Xi,f i) = ΛΦ (291)

Var(f i) = Φ (292)

(293)

ここで、f i とXi の同時分布が、多変量正規分布であると仮定すると、

E(f i|Xi = xi) = ΦΛT (Ψ + ΛΦΛT )−1xi (294)

= Φ(Φ + ΦΓΦ)−1ΦΛT Ψ−1xi (295)

となる。この値を f i の推定値と考え f̂
∗
i と表記する。上式は Φ = I を仮定すると、

f̂
∗
i = (I + Γ)−1ΛT Ψ−1xi (296)

となる。f i と f̂
∗
i の同時分布を考えると、つぎの式が成立する。

E[(f̂
∗
i − f i)(f̂

∗
i − f i)

T ] = (I + Γ)−1 (297)

この値は、(289)よりも小さい。この推定量はトムソン (Thomson,1951)による (Anderson,1986,Sec.
14.7)。
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39 実行例

ディレクトリ /home1/otsu/cl14a0/sas のなかのファイル test24.cor と test24.means に

データがある。説明は、test24.docにまた長い変数名は test24.rowにある。
以下はこれらのファイルを入力して因子分析を行なう例である。このプログラムは上記ディレク
トリの test24.sasというファイルにある。下の例では相関行列と平均・標準偏差を別ファイルか
ら入力し、分析用のデータセットをつくっているので操作が複雑になっているが、通常の原データ
を入力し、proc factorで変数を指定することもできる。

data corr1 (type=corr);

infile ’test24.cor’;

_type_=’CORR’;

input _name_ $ X1-X24;

data mestd;

infile ’test24.means’;

N = 147;

input _name_ $ MEAN STD Reli;

;

proc transpose data=mestd

out = mestd1 ;

var n mean std;

data mestd2;

set mestd1;

_type_ = _name_ ;

_name_ = ’ ’;

run;

data corr2 (type=corr); /* データステップが複雑になっているのは */

set mestd2 corr1; /* 相関行列と平均、標準偏差データを */

/* 結合して入力データを作成しているため */

proc print; /* どのようなデータがつくられているか確認 */

proc factor data=corr2

method=ml /* 最尤法の指定 */

rotate=promax ; /* プロマックス回転の指定 */

run;

因子分析についての本、または関係することがらについて記述されている本をあげる。

参考文献

Akaike,H. (1973). Information theory and an externsion of the maximum likelihood principle, in Prtrov
& Csaki eds. 267-281.

Anderson,T.W. (1984), An Introduction to Multivariate Statistical Analysis, 2nd ed., Wiley.

赤池弘次 (1976). 情報量基準 AICとは何か その意味と将来への展望, 数理科学, 153 (1976-3), 5-11.

Arminger,G. Clogg,C.C., & Sobel,M. (1995). Handbook of Statistical Modeling for the Social and Behav-
ioral Sciences, New York: Plenum Press.

Bollen,K. A.(1989). Structural Equations with Latent Variables, Wiley.

Browne,M.W. & Arminger,G. (1995), Specification and estimation of mean-and covariance-structure
models. in Arminger et al. (1995) 185-249.

Harman,H.H. (1976) , Modern Factor Analysis, 3rd ed. revised, Chicago: Univ. Chicago Press.

Johnston,J. (1984), Econometric Methods, 3rd ed., McGraw Hill.
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40 PROC CALIS による共分散構造分析

共分散構造分析は、計量経済学で発展した構造方程式モデルに、直接には観測されない潜在変数

(因子分析における因子)を表現する機能を加えた方法である。共分散構造分析の利点は、分析者が
想定する因子構造についての仮説を、統計的検定を用いて検討できることにある。

通常、次ぎの図に示すように観測可能な変数は四角で表現し、潜在変数は円または楕円で表現す

る。残差変数は囲まずに表現する。また、矢印は影響の因果関係を示す。両端に頭のある矢印は、

相互的な関連 (相関関係)があることを示す。
共分散構造分析では、影響関係は線形のモデルに限定しているので、グラフは部分的な重回帰式

の関係を組み上げたものと見倣される。通常は、矢印の向きをたどっても、もとの変数に戻ること

はないパターンにモデルを限定することが多い。このようなループ構造の存在しないモデルのこと

を逐次モデル (recursive model)と呼ぶ。

一般的には、変数間の条件付き独立 (偏相関がゼロ)の性質と、グラフの構造の関係は複雑である
が、すべての矢印が一方向であり、しかもループが存在しない場合には (Directed Acyclic Graph,
DAG と呼ばれる)、つぎの２つの性質は同値である。

1. 変数X と変数 Y の間に直接の矢印が存在しない。

2. X と Y 以外からなる変数の集合 Z1, Z2, .., Zkが存在し (k = 0の場合も含む)、これらを固定
するとX と Y とがつねに条件付き独立となる。

これより「共分散行列の逆行列をとってその (i, j)要素がゼロならば、XiとXj の間に直接の矢

印は（偶然による場合を除いては）ない」という性質がなりたつ。しかし、逆は必ずしもなりた

たない。つまり、矢印がないにも係らず逆行列の (i, j)要素がゼロではない場合はありうる。つま
り、全体の変数の共分散行列の逆において要素がゼロとならなくても、一部の変数間の共分散行

列の逆において、要素がゼロとなることはあり得る。例えば、X,Y ,Z の３変数において、矢印が
X → Y、 Z → Y の２つであるとする。X と Z の間に直接の矢印は存在しない。このとき σXZ

はゼロ (固定する変数が空のとき)であるが、Y を固定して得られる σXZ.Y は一般的にはゼロには

ならない。

図 27のモデルは、Lord(1957)によるもので SASのマニュアルから引用した。Lordのデータは
語彙テストの成績についてのものである。W とX は各 15個の項目からなり、時間に厳しい制約
は課していない。一方 Y と Z は各 75項目からなるテストであって、こちらは厳しい時間制約の
もとで回答させたものである。このモデルは、斜交回転を伴う２因子の因子分析モデルにおいて、

いくつかの因子負荷量をゼロに制約したものと見倣せる。

このモデルの分析プログラムの例を次ぎに示す。

option linesize=80;

data lord(type=cov); /* データが共分散であることを指定している */
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図 27: Lord(1957) フルモデル

input _type_ $ _name_ $ w x y z; /* _type_ に指定するものは既定 */

cards;

n . 649 . . . /* n: データ件数 */

cov w 86.3979 . . . /* cov: 共分散行列 */

cov x 57.7751 86.2632 . .

cov y 56.8651 59.3177 97.2850 .

cov z 58.8986 59.6683 73.8201 97.8192

;

title ’H4: unconstrained’;

proc calis data=lord cov outram=ram4; /* 入力データタイプの出力指定 */

/* ram4 は出力結果を保存するファイルの名称 */

lineqs w = betaw fwx + ew, /* 構造方程式を記述する方式の内の一つ EQS風 */

x = betax fwx + ex,

y = betay fyz + ey,

z = betaz fyz + ez;

std fwx fyz = 2*1, /* 標準偏差を指定 2*1 は 1が 2個 */

ew ex ey ez = vew vex vey vez; /* 残差の分散は推定する */

cov fwx fyz = rho; /* 因子間の共分散に名前を付ける */

proc print data=ram4; /* 計算結果の情報がすべて含まれる */

run;

上のプログラムは図の構造をそのまま表現したものであるが、さらにモデルに制約を加えて推定
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を行なうことも可能である。つぎは、潜在変数が１個のモデルを指定したものである。

itle ’H3: congeneric’;

proc calis data=lord cov outram=ram3;

lineqs w = betaw f + ew,

x = betax f + ex,

y = betay f + ey,

z = betaz f + ez;

std f = 1,

ew ex ey ez = vew vex vey vez;

run;

また、つぎの例は２個の潜在変数が、各２個の観測変数に同じ係数で影響を及ぼしているとの仮

説を表すものである。

title ’H2: Parallel’;

proc calis data=lord cov outram=ram2;

lineqs w = betawx fwx + ew,

x = betawx fwx + ex,

y = betayz fyz + ey,

z = betayz fyz + ez;

std fwx fyz = 2*1,

ew ex ey ez = vew vex vey vez;

cov fwx fyz = rho;

run;

各々の例を実行し、どのモデルの当てはまりが良いか検討せよ。Akaike Information Criterion
(AIC), Schwarz’s Bayesian Criterion (BIC) などの指標を利用せよ。これらの値が小さいモデル
が、データによく当てはまり、かつ簡潔なモデルである。AICの方が複雑なパラメータ数の多いモ
デルを選ぶ傾向がある。

CALIS プロシジャの詳細については豊田 (1992)、SASのマニュアルなどを参照すること。
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41 多変量データにおける検定

前期にランダム (混合型)モデルについて紹介したが、その続きを少し説明する。余裕があれば、
利用方法まで説明する予定であったが、簡単な説明にとどめる。
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41.1 Hotellingの T 2

1変数 1標本の t検定で用いられる t値を 2乗するとつぎのようになる。

(x̄1)2

(1/N)σ̂2
(298)

この式を多変数への拡張は、つぎのように行う。まずXi (i = 1, ..., N)を N(0,Σ)に独立に従
う p変量のベクトルとする。これらの平均は

d =
1
N

N∑
i=1

Xi (299)

であり、また分散共分散の不偏推定値は

Σ̂ =
1

N − 1

N∑
i=1

(Xi − d)(Xi − d)T (300)

で与えられ 1
N−1W (Σ, N − 1)に従う。また dと Σ̂とは、独立に分布することも知られている。d

の分散共分散は 1
N Σ̂ で推定されるので、これらを用いて

T 2 = NdT Σ̂
−1

d (301)

という値を考えると、これが t 統計量の 2 乗の多変量への拡張とみなせる。これを Hotelling の
T 2(より正確には T 2(p,N − 1) ) と呼ぶ。２群のデータが同一の多変量正規分布に従うという仮定
のもとで、つぎの式が成り立つことが知られている。

T 2(p,m) ∼ mp

m − p + 1
F (p, m − p + 1) (302)

上の例では、m = N − 1であるので、右辺は

(N − 1)p
N − p

F (p,N − p)

となる。

つぎに、2群の多変量データの平均ベクトルに差があるか否かを検定することを考えよう。
2群の p次元確率変数をXi1, (i = 1, ..., N1)およびXi2, (i = 1, ..., N2)とする。2群の p次元ベ

クトルはおのおの N(µ1,Σ)、および N(µ2,Σ)の多変量正規分布に独立に従うものとする。標準
的な t検定の場合と同様に、2群の分散（共分散行列）は同一であるとしている。ここで、µ1,µ2

およびΣの推定値はおのおの、次の式によって与えられる。

µ̂1 =
1

N1

N1∑
i=1

Xi1 (303)

µ̂2 =
1

N2

N2∑
i=1

Xi2 (304)

Σ̂ =
1

N1 − N2 − 2

{
N1∑
i=1

(Xi1 − µ̂1)(Xi1 − µ̂1)
T +

N2∑
i=1

(Xi2 − µ̂2)(Xi2 − µ̂2)
T

}
(305)

前の場合と同様に、d = µ̂1 − µ̂2とおく。dの分散共分散行列の推定値は (1/N1 + 1/N2)Σ̂ とな
る。これを用いてつぎのような値を求めると、T 2(p,N1 + N2 − 2)となることがわかる。

T 2 =
N1N2

N1 + N2
dT Σ̂

−1
d (306)
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従って、帰無仮説 µ1 − µ2 = 0が成り立っているならば、

T 2 ∼ (N1 + N2 − 2)p
N1 + N2 − p − 1

F (p,N1 + N2 − p − 1) (307)

となるので、この性質を使って多変量の平均の差の検定を行える。

41.2 多変量分散分析 (MANOVA)と混合型モデル

分散分析は、説明変数には多くの要因を仮定するが、被説明変数は１変量のモデルである。も

し、被説明変数が多変量である場合には、モデルを拡張しなければならない。この様な必要は、被

説明変数を独立な確率変数とみなすことができない場合に生じる。例えば、ある生徒の集団を幾

つかのグループに分け、各々に異なる教育法を用いたとしよう。教育の成果を測るために、時期を

変えて３回試験を行なうものとする。生徒 iの各回の成績を Yi1, Yi2, Yi3 と記述する。通常の分散

分析のでは、これらは独立な確率変数と仮定するが、この例においては仮定が成立すると考える

のは難しい。１回目の成績がよい生徒は２回目も良い傾向があると考えるのが当然であるし、２

回目の成績は３回目の成績と関係していると考えるのが普通であろう。生徒の個人の特性を説明要

因としてモデルに取り込むことが、一つの方法として考えられるが (混合モデルの説明はこのよう
な形をとる)、もう一つの対応策は Yi1, Yi2, Yi3 の間に相関が存在することを仮定することである。

後者のモデルは、説明変数は分散分析と同じであるが、被説明変数は 3次元のベクトルとみなせ
る。同様の問題は、医学分野では同一の患者についての経時的な測定を扱う場合に生じる。この

ような分散分析 (または共分散分析)の拡張モデルを用いる分析法を多変量分散分析 (Multivariate
ANalysis Of VAriance, MANOVA)と呼ぶ。MANOVAモデルを利用した分析は SASのMIXED
プロシジャを用いて分析することができる。

前期の説明と重複するが、以下に混合モデルの説明を再掲する。

MIXED(混合)という名がついている理由は、つぎのようなものである。MANOVAモデルはつ
ぎのように記述することができる。

Yij = β0 + β1Xi1 + · · · + βpXip + εij , (i = 1, ...n; j = 1, .., q) (308)

ここで、εij , (j = 1, ..., q)は独立ではなく、相関があることを仮定している。ここで、もしこの相
関行列がつぎのような１因子の因子分析モデルであらわされるものとしよう。

σ2 ρ ... ρ

ρ σ2 ... ρ
...

...
...

...
ρ ρ ... σ2

 (309)

つまり、対角要素は σ2であり、非対角要素は全て ρである。このような相関構造は、個人毎の変

動を表す確率変数 θi を導入することによって、つぎのように表現できる。

Yij = β0 + β1Xi1 + · · · + βpXip + θi + ηij , (i = 1, ...n; j = 1, .., q) (310)

ここで、ηij , (i = 1, ..., n; j = 1, ..., q)は全て独立同一分散である。このモデルは、説明変数に固定
された値を持つものXj と、直接には観測されない確率変数 θが混在するモデルとみなせる。この

ようなモデルを混合モデル (mixed model)と呼ぶ。
MANOVAは共分散分析の拡張であるが、同様の拡張をロジスティック回帰や対数線形モデルな

どの一般化線形モデルについて行なう必要も生じる。このための分析法は SASのGENMODプロ
シジャの REPEATED ステートメントによって指定できる。
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